Profesor Ypsilon na Velké kunratické

Matematik X. Ypsilon, zndmy privrzenec a aktivni provozovatel béhu pro kondici a pro
zdravi, se v misté startu 47. roCniku Velké kunratické, konaného v nedéli 9. listopadu
1980, rozcvicoval ponékud zachmurené. PFi¢inou jeho chmur nebyl blizici se start a
oCekavani béhu clenitym terénem v délce pres tri kilometry, ale obavy, zda jeho studenti
vyiedi matematickou Ulohu, kterd ho pfi pozorovani predstartovniho hemzeni zavodnikd
se startovnimi Cisly na prsou napadla:

Kolik cifer potfebovali organizatofi k napsani startovnich Cisel pro vsechny ucastniky
kategorie muzd a veterand?

Vime-li, e v uvedeném roéniku startovalo v této kategorii 2212 bézc(, pak pocet cifer
potifebnych k napsani vSech startovnich cisel pro né uréime snadno: startovnich Cisel
jednocifernych je pravé 9, dvoucifernych 90, trojcifernych 900 a Ctyfcifernych 2212 —
999 = 1213, takze cifer je zapotrebi:

9+ 2.90 +3.900 +4.1213 = 7741

VyresSime vsak tento priklad i v obecném pripadé n startujicich? Pokusme se o to!

Uréime nejprve pocet cifer potfebnych k zapisu prirozeného cisla n, a to takto: vime, ze
existuje jediné pFirozené cislo k takové, ze:

10 =< n << 10%+1;

pocet cifer &isla n je pak zFejmé roven k + /. Pokrocilej&i z vas si mohou zdlvodnit, ze
pocet cifer Cisla n je roven charakteristice dekadického logaritmu cisla n zvétSené o
jednu, tj. | + [log n], kde hranata zavorka znamena celou cast Cisla log n.

Vypocteme dale pocet vsech prirozenych Cisel nejvysSe rovnych n, ktera obsahuji tyz
pocCet k + | cifer jako Cislo n; tento pocet je roven rozdilu:

'ﬂr - 9911-9 =n— {].D'k —— 1)1
_'ul"-'-.-‘
k-
Pro zapis vSech pfirozenych cisel nejvyse rovnych n, jez maji tyz pocet cifer jako (k + 1)-
ciferné cislo n, je tedy celkovy pocet cifer roven:

n+1-10k (k+ 1)

Pocet cifer potfebnych k zapisu vsech prirozenych Cisel, kterd maji nejvyse k cifram, tj.
ktera maji méné cifer nez cislo n, je roven souctu:

s=1.9+2.90 + 3.900 + ..+ (k - 1). 9.10“? + k.9.10¢?
Vynasobime-Ii tuto rovnost deseti, dostaneme:

10. s = 1.90 + 2.900 + 3.9000 + ..+ (k - 1).9.10! + k.9.10
a jejim odeétenim od rovnosti plivodni mame:

-9.s=1.9+ 1.90 + 1.900 + ...+ 1.9.10? - k.9.10F



Seltenim prvnich k &lenl souctu na pravé strané posledni rovnosti a po jednoduché
Upravé je:

s=k.10"—%—{10#—1).

Pro pocet cifer potfebnych k zapsani vSech startovnich &isel tak dostavame:

k.lok—%(lﬂk-— 1) + (n+ 1 — 108)(k + 1),

coz jesté upravime na vysledny tvar:

(n + 1)(k + 1) m%{mkﬂ —1).

Provedeme-li kontrolu pro n = 2212, dostaneme souhlas s vysledkem pfedchozim:

(2212 4+ 1)(3 4+ 1) —-;-(wﬂﬂ —1) = 8852 — 1111 = 7741 .

Nejenze jsme rozptylili obavy profesora Ypsilona, ale presvédcili jsme se vyreSenim jeho
prikladu o své dobré matematické kondici. Jak je to ale s kondici fyzickou? Nepotfebovala
by provérit druhou listopadovou nedéli letosniho roku na 74. rocniku Velké kunratické?
Vhodna trat je pfipravena nejen pro profesora Ypsilona, ale i pro vas!



