Prokladani polynomidlni funkce zadanymi body
Karel Pazourek

Predstavte si, Ze vam nékdo zadd v soufadné soustavé nékolik bodt a fekne: ,Najdéte
néjakou funkci, jejiz graf prochazi vSemi zadanymi body.“ Pokud nebude zikefny a
zad4 body tak, jako na nésledujicim obrazku, pak je jedno feSeni nasnadé, stac¢i body
proloZit pfimku, tedy najit pfedpis linedrni funkce.
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polynomidlni funkce', jeji# graf prochdzi danymi body. Divod je prosty: Polynom je
jednoduchy vyraz, navic se snadno zadava v pocitaCovych aplikacich.
UkazZme si pro ilustraci ptiklad:

Priklad: Najdéte polynomidlni funkei f, jejiz graf pochdzi body [—2; —5], [—1; 3],
(15 1], [25 3].
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!Funkce, jejiz predpis ma tvar polynomu (mnohoé&lenu). Stupeti této funkce je stupeii onoho mnohoélenu,
napt. linedrni funkce je polynomidlni funkce stupné 1, kvadratickd funkce ma stupen 2, kubickd stupeil 3

atd.



ResSeni 1: Mame dény &tyfi body, kterymi ma graf funkce prochazet. Tedy klademe
Ctyfi podminky na funkci, proto budeme hledat predpis kubické funkce
f:y=ax®+bx®+ cx +d,
kde a,b,c,d € R jsou &tyfi nezndmé parametry.” Ze zaddni pak dostdvdme soustavu
Ctyf rovnic o Ctyfech nezndmych:
—5=f(=2) = a-(=2%4+b-(-2)? +c-(=2) +d,
3=f(-1) =a (-1)*+b- (1) +c-(-1) +d,
l=f(1) =a - 1>+b-1>+c-1+4d,
3=f(2) =a-2°+b-2°4+c-24d.

Pfepsanim dostaneme

—5 = —8a+4b—2c+d,
3=—-a+b—c+d,
1l=a+b+c+d,

3 = 8a+4b+2c+d.

Sectenim a odectenim Ctvrté a prvni rovnice, respektive tieti a druhé rovnice dostaneme

—2 = 8b+ 2d,
8 = 16a + 4c,
4 = 2b+ 2d,
—2 = 2a+ 2¢,
odtud jiz snadno vyjadiime a = 1, b = —1, ¢ = —2, d = 3, tedy hledana funkce ma

predpis
fry=a®—a®>—-22+3.

Existuje v8ak jiny postup: MiiZeme zkonstruovat Lagrangeuv interpolaéni polynom
L(z). Ten ndm rovnou fekne, jak jednotlivé koeficienty spocitat. UkdZeme si piiklad
prave kubického Lagrangeova polynomu.
Necht’ jsou ddny Ctyfi body [a1; hi], [az; hs), [as; hs], [as; ha4)], kterymi mé graf
funkce prochazet. Konstrukci Lagrangeova polynomu si rozdélime do dvou krokd:

1. Spoctéme polynomy

(- ag)(z —az)(z — aq) oy = (@ a)(@ —a3)(z — a4)
hie) = (a1 —az)(a1 — az)(ar — ag)’ ble) = (a2 —a1)(az — az)(az — aq)’

_ (@—a)(@—a2)(z—a) _ (@—a)(@ —a2)(z — a3)
ale) = (a3 —a1)(az — az)(az — as)’ le) = (a4 —a1)(as — az)(as — az)’

2Hledat polynomidlni funkci vysiiho stupné je zbytecné, dostali bychom vice parametr( a nekteré by-
chom si mohli zvolit. Napiiklad pokud bychom hledali funkci s predpisem y = az* + bz + cz? + dz + e,
pak bychom méli jeden parametr volny; to by ndm umoZnilo poloZit a = 0 a pfevedli bychom feSeni na
pfipad vyse. Ostatné ani v uvedeném feSeni nemame zajisténo, Ze obdrzime nenulovy koeficient u nejvyssi
mocniny proménné, je mozné, Ze nakonec vyjde predpis polynomidlni funkce niz§iho stupné.



Vsimnéte si, Ze kdyZ spocitite hodnotu /1 (z) v jiném zadaném bodé€ neZ v aq,
vyjde vam O; pfitom Iy (a1) = 1.

2. Pak Langrangedv polynom ma tvar

L(l‘) = hl . ll(x) + hQ . lg(.’L') + hg . lg(ﬂ?) + h4 . l4(.’17)

Prijde vam to sloZité? Tak si uvédomte, Ze v uvedeném tvaru za vds muze v§echny hod-
noty spocitat pocitac! MuiZete si zkusit takovy polynom sestrojit v tabulkovém proce-
soru (napf. MS Excel). Zobecnény postup pak Ize pouzit pro libovolny pocet zadanych
bodt. My si tuto metodu ukdZeme jesté na piikladu, se kterym jsme zacinali:

Reseni 2: Ze zadani mame

ap=-2; ax=-1; az3=1;, a4 =2

hl = —5; h2 = 3; h3 = 1; h4 =3.

1. Spoétéme polynomy l1 (), la(x), I3(x), l4(x):

Liz) = (z+ 1) (z—1)(z—2) _ (22 = 1)(z —2) :x3—2m2—x—|—2

' (2+1)(=2-1)(-2-2) (-1)-(=3)-(-4) —12 ’

b(z) = (z4+2)(z —1)(z —2) 7(1'274)(x—1):x37x274:17+4
(1+2)(-1-1)(-1-2) 1-(=2)-(-3) 6 ’

l (x+2)(m+1)(x—2)_( —4)(x+1) 2®+a?—dr—4

@) = Ty rnu=? - 3.2 (C1) —6 ’

L(z) = (x+2)(x+1)(x—1)_( —1(z+2)  a®+22? —x—2

* 2+2)2+1(2-1)  4-3-1 12

2. Spoctéme samotny polynom:

L(l‘) = hy- ll(I) + hg - lg(l‘) + hs - 13(1‘) + hy - l4(.%‘) =

23 =222 —x 42 23—z —4dx+4
—12 6

a3+ a? -4 —4 3 4+252 —x—2

1. 3. =
+ —6 i 12

1 - .
= ﬁ(5(x372x27x+2)+6(x3fx274:17+4)7

—2(z® + 2% —dx —4) + 3(2* + 222 — 2 - 2)) =
1
= B (12x — 1222 724w+36)—x —22—-922+3

Vysel ndm tak stejny polynom jako prvni metodou. (To neni ndhoda, uvédomte si, pro¢
tomu tak je, kolik mame volnych parametrd.)

A na zavér jeden ,,Zert“. Jist€ jste nékdy v kvizech vidéli kol typu ,,Dopliite v ¢iselné

fadé chybéjici ¢islo. Tak naptiklad fadu 1, 2, 3, ? byste nejspiSe doplnili étyfkou, nebot’



se jednd o prvni Ctyfi pfirozend Cisla. Ale také muzete fici, Ze jsou to hodnoty poly-
nomidlni funkce f : y = x v bodech 1, 2, 3, 4. Kdybychom vsak doplnili libovolné
jiné ¢islo, mohli bychom tvrdit, Ze se jednd o hodnoty néjaké polynomidlni funkce v
bodech 1, 2, 3, 4. Tak schvalné, jaké funkci odpovidd fada 1,2, 3,023

3Jde o funkci f : y = 7%13 + 4x? — %:p+4.



