Profesor Ypsilon o harmonické řadě a Velkém třesku
„Je vám jistě známo", zahájil profesor Ypsilon hodinu matematiky věnovanou praktickým aplikacím tématu o posloupnostech, „že v moderní kosmogonii má prioritní postavení teorie Velkého třesku, podle níž vznikl vesmír obrovskou explozí (viz obr. 1), ke které došlo asi před osmnácti miliardami let. Představme si, že současně s okamžikem, kdy vesmír vybuchl a počal se rozpínat, začneme na zvolené polopřímce od jejího počátečního bodu A (viz obr. 2) vyznačovat v sekundových intervalech body X1, X2, X3,  X4 ... Xn-1,  Xn … tak, že pro jejich vzájemné vzdálenosti v metrech platí:
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           Obr. 1                                                                Obr. 2

Pro vzdálenosti v metrech bodu A od bodů X1,  X2, X3,  X4 … Xn-1, Xn v nichž budeme na konci 1., 2., 3., 4. … n-té sekundy, tak dostáváme:
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Ptáme se, do jaké vzdálenosti od bodu A se při vyznačování bodů Xi dostaneme, budeme-li toto značení provádět od okamžiku velkého třesku nepřetržitě až po naše časy. Bude tato vzdálenost na konci 2. tisíciletí našeho letopočtu větší, nebo menší než l km?", obrátil se profesor Ypsilon na třídu téměř nedutající a na rtech mu pohrával úsměv Mefistův.
V úloze profesora Ypsilona jde zřejmě o částečný součet nekonečné řady

[image: image12.wmf]K

+

+

+

+

4

1

3

1

2

1

1

,
jejíž n-tý člen je roven 
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; tato řada se nazývá řadou harmonickou.

Navzdory tomu, že její n-tý člen se s rostoucím n blíží k nule, vzrůstá součet
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jejích prvních n členů s rostoucím n nade všechny meze; jinak řečeno, součet prvních n členů harmonické řady je pro dostatečně velké číslo n větší než libovolně zvolené číslo. Říkáme také, že harmonická řada nemá součet, nebo že diverguje k plus nekonečnu.

Profesor Ypsilon na nás skromně požaduje, abychom určili součet sn pro případ, že n je rovno počtu sekund, které až dosud uplynuly od vzniku vesmíru. Za předpokladu, že k tomu došlo před osmnácti miliardami let, snadno zjistíme, že tento počet je dán číslem
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Vzhledem k tomu, že přesné určení součtu sn pro tak velké číslo n je prakticky nemožné, spokojíme se s určením ohraničeného intervalu, v němž číslo sn pro uvedené n leží.

Dříve než určíme dolní odhad čísla sn, tj. levý krajní bod hledaného intervalu, všimneme si součtů s2, s4, s8, a s16:
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Prohlédnete-li si pozorně získané výsledky, jistě přijdete na to, že je můžeme shrnout do věty (v níž zatím ponecháváme stranou případ n = 1):

Pro každé přirozené číslo n =2, 3, 4 je
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Vzhledem k tomu, že podobně lze odhadnout i součty s32, s64 a další,
nabízí se hypotéza, že
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     pro každé přirozené číslo n větší než jedna. Její platnost dokážeme matematickou indukcí.
O několik řádků výše bylo již ukázáno, že toto tvrzení platí pro n = 2, neboť je 
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Ve druhém kroku zvolíme libovolné přirozené číslo 
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a budeme předpokládat, že pro ně platí 
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; dokážeme, že platí 
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Na základě svých zkušeností s úpravami součtů s4, s8, a s16 dostáváme:
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uvědomíme-li si, že uzávorkovaná skupina má 
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 členů, je dále
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tím je pravdivost naší hypotézy dokázána. Přihlédneme-li ještě k případu n = l, dostaneme větu:

Součet prvních 2n členů harmonické řady je pro každé přirozené číslo n
větší nebo roven číslu 
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Všimněte si, že z této věty vyplývá tvrzení uvedené v úvodu, že harmonická řada nemá součet. Je-li totiž dáno libovolně velké číslo K, lze k němu vždycky najít přirozené číslo n takové, že 
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; protože pro toto číslo n platí 
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, platí pro něj také 
[image: image32.wmf]K

s

n

>

2

.
Pro takto určené přirozené číslo n je tedy součet prvních 2n členů harmonické řady větší, než předem zvolené číslo K.
Dokázaná věta umožňuje určit dolní odhad čísla sn pro 
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, platí:
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Horní odhad čísla sn pro toto číslo n určíme podobně. Vzhledem k tomu, že je 
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Pro součet prvních 259 členů harmonické řady dostáváme:
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(V řádku, který následuje po znaku nerovnosti, jsme na člen 
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 jsme nenahradili jen součet 
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Pro horní odhad tak máme:


[image: image45.wmf]59

59

17

2

10

.

67648

,

5

<

<

s

s

.
Shrnutím těchto výsledků dostáváme:
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čímž je problém profesora Ypsilona vyřešen: budeme-li na zvolené polopřímce v sekundových intervalech vyznačovat body Xi nepřetržitě od okamžiku Velkého třesku až po současnost, budeme nyní od bodu, z něhož jsme vyšli, vzdáleni více než 30 m, ale méně než 59 m.

Součet sn prvních n členů harmonické řady vzrůstá tedy s rostoucím n velmi pomalu; nezapomeňme však na to, že přesto překročí libovolnou hranici! Kdybychom ve vyznačování bodů Xi pokračovali i v budoucnosti, dojdeme ke každému předem stanovenému bodu X dané polopřímky, byť by jeho vzdálenost od bodu A byla jakkoli velká!

Všimněme si ještě na závěr zajímavé možnosti praktické aplikace získaných poznatků, kterou navrhuje profesor Ypsilon:

„Jestliže jste s nasazením života svého oře i svého vlastního vysvobodili z moci dračí obludy královskou dceru a nabízí-li vám skrblický monarcha, její otec, jen polovinu království, požádejte ho slušně, leč důrazně, aby dal připravit papírové čtverce, jejichž obsahy (v plošných jednotkách v daném království používaných) jsou postupně 
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Sdělte mu dále, že si jeho nabídky velmi vážíte, že se však spokojíte, bude-li souhlasit, pouze s tou částí jeho království, kterou lze těmito čtverci pokrýt. Je zcela evidentní, že lakomý mocnář, který začal své nabídky předat vám polovinu království litovat již ve chvíli, kdy ji vyslovil, bude s vaším návrhem okamžitě souhlasit; nedovede si totiž představit, že by připravenými čtverci bylo možno pokrýt více než pět — šest plošných jednotek. Jaké však bude jeho překvapení, když mu matematickými vývody dokážete, že konečným počtem těchto čtverců lze pokrýt říši libovolné konečné velikosti! Ovšem pozor na to, aby zchytralý panovník nakonec nepřelstil vás! V žádném případě nepřistupujte na to, aby pod záminkou, že matematickému důkazu nerozumí, došlo ke skutečnému pokrývání povrchu jeho království uvedenými čtverci. Nezapomeňte, že za dobu osmnácti miliard let byste nepokryli více než 59 plošných jednotek. 
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