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RiGzné metody reseni

Tematicky okruh RVP G: Zavislosti a funkéni vztahy
Klicové pojmy: sinus thlu, kosinus thlu, vztah mezi sinem a kosinem, souc¢tové vzorce

Uloha

Na intervalu (0; ) urcete nejvétsi a nejmensi hodnotu vyrazu sin x 4 cos .

Reseni 1 (droven 1)
Predpokladané znalosti: vztahy mezi sinem a kosinem téhoz argumentu
Pro z z intervalu (0; ) je sinx i cos x nezaporny, proto sinz + cosz > 0. Nabyva-li
vyraz sinz + cosx pro urcité x nejvétsi, resp. nejmensi hodnoty, nabyva nejvétsi, resp.
nejmensi hodnoty i jeho druhd mocnina. Plati:

2

(sinz + cosx)? = sin? x + 2sinx cosx + cos® v = 1 + 2sinz cosw = 1 + sin 2z

Vyraz 1 + sin 2z nabyva nejveétsi hodnotu, praveé kdyz sin 2z = 1, tj. x = 5. Nejmensi
hodnotu nabyvd, pravé kdyz sin 2z = 0, tj. x = 0 nebo z = 7.
Dosazenim do daného vyrazu zjistime, ze jeho nejvétsi hodnota je
s s \/5 \/§
5ty =V2

sinz—l—coszz 5

jeho nejmensi hodnota je sin0 + cos0 = sin § + cos § = 1.

Zdver. Pro x z intervalu (0; §) nabyva vyraz sinz + cosz nejvétsi hodnotu V2 a
nejmensi hodnotu 1.

Metodické poznamky

Urcujeme-li pouze hodnotu, pak neni nutné argument urcovat. Vyraz 14-sin 2z
je druhou mocninou hledané hodnoty, takze pro sin2x = 1 je druha mocnina
maxima 2, tj. nejvétsi hodnotou je v/2. Nejmensi hodnotou je 1 (pro sin 2z = 0).

Reseni 2 (uroven 2)
Predpokladané znalosti: souctové goniometrické vzorce
Plati

x xr —
sinx + siny = 2sin ;ycos 5 Y

a cosx = sin(§ — ). Vypocteme:

. . . ™
sInx + cosx = sinx + sin (— —x) =

2
r+5—x r—S 4+
:231n< ; >COS( ; ) :QSin%cos(x—£> =
s
Vi (r- )
cos (T —



Funkce cos(x — 7) na intervalu (7; 5 + 7) klesd. Nejvétsi hodnotu nabyva pro x = 7,

a to v/2 cos 0 = v/2. Nejmensi hodnotu nabyva pro z = Z: vzhledem k tomu, Ze z € (0; §)

nelze vétsi x uvazovat. Tato hodnota je v/2 cos T=1L

s

Zdaver. Pro x z intervalu (0; §) nabyvd vyraz sinx + cosz nejvétsi hodnotu V2 a

nejmensi hodnotu 1.

Reseni 3 (troveti 2-3)
Predpokladané znalosti: goniometrické funkce, graf kvadratické funkce
Oznac¢me hledanou nejvétsi, resp. nejmensi hodnotu a. Hleddme x € (0; §) tak, aby
sinz + cosx = a. Protoze sinx > 0 a cosx > 0, musi byt a > 0.
Nahradime kosinus sinem a rovnost umocnime (sinz > 0, cosz > 0):

sinz +4v1—sin’z = a,

sin? z + 2sinzv/1 —sin?z + 1 — sin’ z = a2,
2sinzV/1 —sin?z =a® — 1,
4sin? (1 —sin? 2) = (a® — 1),

(@~ 17
4

sin?z —sintz =

Polozme u = sin? z. Potom posledni rovnost lze psat ve tvaru

(@~ 1)

_2 f—
u” +u 1

(%)
Pravé strana rovnosti () je nejmensi, je-li nejmensi —u? +u, coz nastane pro u = 0 (resp.
u = 1), nebot —u? +u > 0, jak je vidét z rovnosti (). Potom

(@~ 1)

=0
4 )

a tedy nejmensi @ = 1 (@ musi byt kladné).

Hledanou hodnotu lze zjistit i takto: Je-li u = 0, pak sin? z = 0 (nebo také sin®? z = 1
pro u = 1), coz dava x = 0 (nebo z = 7). Potom sin0 + cos0 = 1.

Pravd strana rovnosti (x) je nejvétsi, je-li nejvétsi —u? + u. Hledame vlastné vrchol
paraboly grafu kvadratické funkce y = —u? + u, a ten je u = % (= 5—5 pro az? + bx + c).
Prou = % dostaneme

2 2
@-12_ 1.1
4 4 2

odkud a = v/2 (a musi byt kladné).
Hledanou hodnotu lze zjistit i takto: Je-li u = %, pak sin?z = %, odtud sinzx =
x = 7. Potom sin § + cos T = V2.

oI5
<Y

Zdvér. Pro x z intervalu (0; ) nabyva vyraz sinz + cosz nejvétsi hodnotu v/2 a

12
nejmensi hodnotu 1.



Reseni 4 (tiroveti 34)
Predpokladané znalosti: derivace sinu a kosinu, hleddni extrémii funkce

Méame ur¢it lokalni extrémy extrémy funkce f(z) = sinz + cosz, na intervalu (0; %).

Prvni derivaci funkce f(z) polozime rovnu 0 a zjistime tzv. staciondrni body, kde se
extrémy mohou nachézet. Mdme f’(z) = cosz — sinz = 0 a odtud po snadné tprave
tgz = 1. Nalezli jsme jeden mozny extrém v x = 7; nalevo od tohoto bodu funkce roste
(napf. cos § —sin 3 > 0), napravo klesa (napf. cos %“ —sin %” < 0), jde tedy o maximum.
Jeho hodnotu zjistime dosazenim: f(Z) = sin T + cos T = /2.

Protoze je funkce f(x) definovand na uzavieném intervalu, mohou byt dalsi extrémy

v jeho hrani¢nich bodech: sin0 + cos0 = sin § + cos § = 1.

Zaver. Pro x z intervalu (0; §) nabyvd vyraz sinx + cosz nejvétsi hodnotu V2 a

nejmensi hodnotu 1.

Zdroj: dilo autora
Obrazovy material:
Autor: RNDr. Miloslav Zavodny; mzavodny@gmail.com, miloslav.zavodny@upol.cz



RiGzné metody reseni

Tematicky okruh RVP G: Zavislosti a funkéni vztahy
Klicové pojmy: kvadraticka funkce, parabola

Uloha

Parabola je ddna rovnici y = —22% — x + 1. Uréete vrchol paraboly a parabolu
nacrtnéte.

Reseni 1 (tiroveti 1-2)
Predpokladané znalosti: kvadraticka funkce, doplnovani na druhou mocninu
dvojclenu

Vyraz na pravé strané upravime doplnénim na druhou mocninu dvojclenu

x r 1 1 1\ 9
o2 1:—2(2 —) l=2(2+ 24 ) 4-q11=9 )
¢ —x+ x+2—l— x+2+16 -|—8+ :L‘+4 +8

Vrchol paraboly méa souradnice V [—}1; %].

Abychom mohli na¢rtnout graf funkce, uré¢ime pruseciky se souradnicovymi osami.
Priseciky s osou x maji druhou souradnici rovnu 0, fesime tedy kvadratickou rovnici
—2x% — 2+ 1 = 0. Tato rovnice m4 dva kofeny z; = —1, 29 = % Priiseciky s osou x jsou

body

P, [-1;0], P, [3;0].

222 —x+1
|. Parabola je
(tento bod je

Prusecik s osou y ma prvni souradnici rovnu 0, do predpisu funkce f (x)
dosadime z = 0, dostaneme f (0) = 1. Prusecik s osou y je bod P, [0;
soumérnd podle své osy (primka x = _Tl), bude prochézet bodem [—%
soumeérné sdruzeny s bodem P, podle osy paraboly).

|
|

I

Y

V 1.2:
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Reseni 2 (tiroveti 1-2)
Predpokladané znalosti: kvadraticka funkce, grafické reseni kvadratické rovni-
ce

K vypoctu prvni souradnice vrcholu paraboly vyuzijeme pruseciky s osou x.
Oznacme soutradnice vrcholu paraboly V [zg;yo]. Pruseciky s osou x maji druhou
soufadnici rovnu 0, fesfme tedy rovnici —222 — 2 4+ 1 = 0. Tato rovnice méa dva kofeny
r1 = —1, 20 = % Parabola je soumérna podle své osy, proto prvni souradnice vrcholu
paraboly je rovna aritmetickému primeéru prvnich souradnic priisec¢iki s osou x
=14 1

Trog = 2 :_Z

Druhou soutadnici vrcholu paraboly vypocitame jako funkéni hodnotu v bodé xg

~1\? -1 1 1 9
yo = f (z0) <4) (4>+ 8+4+ 2

Vrchol paraboly méa soutradnice V' [—}1; %].

Prisecik s osou y zjistime stejné jako v feseni 1 a nacrtneme graf funkce.

Reseni 3 (tiroveri 1)
Predpokladané znalosti: kvadraticka funkce, vzorec pro vypocet vrcholu para-
boly

b b2

K uréen{ vrcholu paraboly y = az? + bz + ¢ pouZijeme vzorec V [——' c— Dosa-

2a’ 4a |*

zenim a = —2, b= —1, ¢ = 1 (z predpisu funkce) dostaneme V' [—i; 9}.
Priseciky se souradnicovymi osami zjistime stejné jako v prvnim feseni a nacrtneme

graf funkce.

Reseni 4 (tiroveti 1-2)
Predpoklddané znalosti: analytickd geometrie kvadratickych utvaru (parabo-
la), dopliiovani na druhou mocninu dvojélenu

Soufadnice vrcholu paraboly uréime analyticky (z vrcholové rovnice paraboly). Rov-

nici paraboly y = —22% — x + 1 upravime na tvar
2,y 1
z° + 5~ 3 + 5

Vyraz na levé strané doplnime na druhou mocninu dvojélenu
2, 2,1 _ vy, 1,1
SR I T R R T:

a dostaneme vrcholovou rovnici paraboly

Vrcholem paraboly je bod V' [—}1; %].



Parabolu mizeme nacrtnout stejné jako v 1 (pomoci priseciki se souradnicovymi
osami) nebo muZeme vyuzit analytickou definici paraboly. Z vrcholové rovnice paraboly
urc¢ime parametr p (vzdélenost ohniska paraboly F' od fidici primky q)

=>p=-=

N3

1
g

1 =

Osa paraboly je rovnobézna s osou y, ohniskem F' je bod [—l' 9 _ l]

_ _l. v~/ s 2
as o ; 55 = [ 4,1},r1d1(31
pfimka ¢ ma rovnici y = ¢ + ¢ = 7 . Parabolu nacrtneme jako mnozinu vsech bodu

v roviné, které maji stejnou vzdalenost od ohniska F' a fidici primky q.

1.4 1 Y

02 04 \ 08 0.8

Reseni 5 (tiroveri 1)
Predpokladané znalosti: derivace funkce a jeji uziti k urc¢ovani lokalnich extré-
mu
Prvni soutadnici vrcholu paraboly ur¢ime uzitim diferencialniho poc¢tu. Vrchol para-
boly je bod, ve kterém ma kvadraticka funkce lokalni extrém. Uréime 1. derivaci funkce
flx) =222 -2 +1
f(x) = -4z — 1.

Polozime f’ (x) = 0 a zjistime staciondrni body

flla)=0& ~do—-1=0&2=—1.
Bod z = —% je stacionarni bod, tedy bod ,,podezrely z extrému®. Pro z < —;11 je f'(x) >0
a pro x > —i je f'(z) <0, tedy funkce f mé v bodé xy = —i lokalni maximum. Druhou

soutadnici vrcholu paraboly vypocitame jako funkéni hodnotu v bodé zg

2

w=Fla)= 2 (-3 - (D) r1=-brir1=2

=L. 9}
481"

Priseciky se souradnicovymi osami zjistime stejné jako v ivodnim feseni a nacrtneme
graf funkce.

Vrchol paraboly mé souradnice V' [



Zdroj: archiv autora
Obrazovy material: dilo autora upravil Pavel Calabek
Autor: Mgr. Ivana Machacikovéd; machacikova@gymzl.cz



Rzné metody reseni

Tematicky okruh RVP G: Zavislosti a funkéni vztahy
Klicové pojmy: analytickd geometrie, vrcholova rovnice paraboly, obecnd rovnice para-
boly, vrchol paraboly

Uloha
Najdéte vrchol paraboly, kterd je ddna rovnici y = 222 + 142 — 16.

Reseni 1 (tiroveti 2)
Predpokladané znalosti: vrcholova rovnice paraboly, prevod obecné rovnice
na rovnici vrcholovou
Vrcholové rovnice paraboly ma tvar y —n = a(x —m)?, kde &sla m, n oznacujf z-ovou
a y-ovou sourednici vrcholu. Rovnici paraboly ze zadani prevedeme do tohoto tvaru. Tedy
y=2224+ 142 - 16 =2(2> + Tz —8) =2 (z + %)2 — 8L, Posledni tpravou jiz dostaneme
vrcholovou rovnici této 7palra;i)oly, Y+ % =2 (x + %)2 Nyni pfimo precteme soutradnice

vrcholu paraboly, V' [—5; —7] .

Zaver. Vrchol této paraboly je bod V [—%; —%}.

Reseni 2 (troven 1)
Predpokladané znalosti: graf kvadratické funce, vztah vrcholu paraboly k je-
jim prisecikiim s osou x.
Hodnotu z-ové souradnice vrcholu V. je mozné spocitat ze vztahu V, = %, kde
Ty, Ty jsou kofeny kvadratické rovnice 222 + 142 — 16 = 0. Tento vztah plyne ze sku-
tecnosti, ze vrchol paraboly ma stejnou vzdalenost od obou priseciktt paraboly s osou .
Kofeny vyse zminéné kvadratické funkce jsou ¢isla —8 a 1. Pak V, = =8t = —%. Druhou

2
soutadnici V;, dopocitame prostym dosazenim do ptivodni rovnice paraboly, nebot vrchol

je bodem paraboly a jeho soufadnice tak musi spliiovat danou rovnici. V,, = 2 (—1)2 +
+14(-1) —16=-8.

2




ReSeni 3 (troven 3)
Predpokladané znalosti: 1. derivace funkce, extrémy funkce, vztah 1. derivace
a lokdlnich extrému funkce jedné realné proménné

Hledana x-ova souradnice vrcholu paraboly je bod, ve kterém ma zadand kvadraticka
funkce lokdlni extrém. Jelikoz je kvadraticka funkce ve vSech bodech diferencovatelna,
musi byt hodnota 1. derivace funkce v tomto bodé nulova. Tedy (222 + 14x — 16)' = 4x +
414 = 0. Reenim této rovnice je opét &islo —%. Odpovidajici y-ovou souradnici najdeme
stejné jako v predchozim feseni.

Zdroj: archiv autora
Obrazovy material:
Autor: Mgr. Pavla Hofmanova; pavla.hofmanova@ujep.cz
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RiGzné metody reseni

Tematicky okruh RVP G: Zavislosti a funkéni vztahy
Klicové pojmy: funkce, lokalni extrém funkce

Uloha

Chceme oplotit pozemek pravouhelnikového tvaru, pritom jedna strana pozemku je
ohranicena jiz stavajici sténou (obr. 1). Na oploceni mame 40 metri pletiva. Urcete roz-
meéry pozemku tak, aby jeho obsah byl co nejvétsi.

Délky stran pozemku jsou x, 40 — 2z v metrech, obsah S = (40 — 2z)x v metrech
¢tvereénych. Déle je ziejmé, ze x € (0;20).

40 — 2x
Obr. 1

Reseni 1 (droven 2)
Predpokladané znalosti: s¢itani a nasobeni mnohoclent, sc¢itani a nasobeni
lomenych vyrazi

Lemma. Souc¢in dvou kladnych cinitelt a, b jejichz soucet je konstantni, nabyva nej-
vétsi hodnoty, pravé kdyz plati a = b.

Diikaz. Predpoklddejme a # b. Nahradme kazdého c¢initele aritmetickym primeé-
rem 2.

Soucet Ciniteli se nezmeéni

a+b a+b
_|_

= b.
5 5 a+

Méme dokézat [%(a + b)] ? > ab. Ekvivalentnimi upravami této nerovnosti dostaneme
nerovnici (a — b)? > 0, kterd je splnéna pro kazdé a # b. Tim je diikaz ukoncen.

Vratme se k feseni naseho prikladu. Obdélnik ma strany délky 40 — 2z a x. Jeho
obsah je S = (40 — 2x)x. Zajima nés, pro které x je soucin (40 — 2z)x nejvetsi. Kdyby
soucet téchto dvou cinitelt byl konstantni, byl by jejich souc¢in nejvétsi tehdy, kdyby
oba ¢initelé mély stejnou velikost. Soucet ¢initelt na pravé strané posledni rovnice je
(40—2x)+x = 40—z, to znamena, ze se meéni s x. Pokud obé strany rovnice S = (40—2x)x
vynasobime dvéma, dostaneme rovnici 25 = (40 — 2z)2x. Soucet ¢initelt na pravé strané
je nyni konstantni, plati (40 — 2x) + 2z = 40. Soudin téchto ¢initelu je tedy nejvétsi,
pokud se oba ¢initelé rovnaji. To znamend 40 — 2z = 2z. ReSenim této rovnice dostavame
x = 10.

12



Zdver. Rozméry pozemku jsou 10 m a 20 m.

Reseni 2 (droven 2)
Predpokladané znalosti: sc¢itani a nasobeni mnohoclenti

Vyraz (40 — 2z)z upravime nésledujicim zptisobem
(40 — 22)x = —22% 4+ 402 = —2(2? — 202 + 10%) + 2 - 10% = 200 — 2(x — 10)2.

Vyraz —2(x — 10)? + 200 ma nejvétsi hodnotu pro x = 10, a to 200.

Dochézime ke stejnému zavéru — rozméry pozemku jsou 10m a 20 m.

Reseni 3 (tiroveti 2)
Predpokladané znalosti: kvadraticka funkce

Obsah obdélnfku je S = (40 — 2z)z = —22? + 40z. Obsahu obdélnfku pfifadime
rovnici kvadratické funkce y = —22? + 40z. Hleddme bod grafu dané kvadratické funkee,
jehoz y-ova je nejvétsi. Grafem nasi kvadratické funkce je parabola oteviena smérem dolt
(obr. 2). Hledany bod je vrchol paraboly V', jeho souradnice zy je hledané feseni naseho
prikladu.

Prisec¢iky paraboly (40 — 2z)x s osou x jsou x1 = 0, g = 20.

Priseciky paraboly a osy = maji souradnice [0; 0], [20; 0]. Vrchol paraboly V' je v bo-
dé zy = 10. (Parabola je soumérnd podle osy, ktera prochazi vrcholem paraboly a je
rovnobézna s osou y.)

Opét dochézime ke stejnému zavéru — rozméry pozemku jsou 10m a 20 m.

200 %

150 |

100 |

o0 |

29 4 6 8 10 12 14 16 18 \

Obr. 2
13



ReSeni 4 (troven 3)
Predpokladané znalosti: zaklady diferencialniho poctu funkce jedné realné

proménné

Obsah obdélniku je S = (40— 2x)x. Nasim tikolem je ucit hodnotu x, pro niz je S ma-
ximélni. Pouzijeme diferencidlniho poc¢tu. Uzitim 1. derivace S’(x) urc¢ime staciondrni
body funkce S(z) = —2x? + 40z. Vyfesime tak rovnici S'(x) = 0, kde S'(x) = —4x + 40.
Existuje tedy jediny staciondrni bod funkce S(z), a to = = 10.

Uzitim 2. derivace oveérime, zZe se jednéa o lokalni maximum, nebot

S"(z) =—-4<0.

Opét dochazime k zavéru, ze rozméry pozemku jsou 10m a 20 m.

Zdroj:

Odvarko O.: Matematika pro gymndzia (funkce), Prometheus, 1994.
Obrazovy material: dilo autora upravil Pavel Calabek

Autor: Mgr. Zdenék Netopil; netopil@gjs.cz
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