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Gradované ulohy

Tematicky okruh RVP G: Zavislosti a funkéni vztahy
Klicové pojmy: linearni funkce, graf linearni funkce

Uloha 1 (troveii 1)
Predpokladané znalosti: rovnice primky, linearni funkce, graf linearni funkce
Je déna rovnice 2z + 3y — 9 = 0 piimky p. Tuto primku graficky znazornéte a napiste
rovnici linearni funkce, jejimz grafem je primka p.

ReSeni

Primku nejsnadnéji sestrojime tak, ze si najdeme soutradnice dvou bodu. piimky, tj.
které vyhovuji rovnici primky, a pouzijeme poznatek z geometrie, ze primka je dana
dvéma svymi body. V nasem pripadé A[0; 3], B[6; —1]
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Z dané rovnice pak vypocteme y = 3 — %x, a to je rovnice linedrni funkce, jejimz
grafem je primka p.

Metodické poznamky

Z4ci by se méli naudit pfi praci premyslet, napt. Ze by pozadované dva body
nemély lezet blizko sebe, aby konstrukce byla presnéjsi, a také volit souradnici x
tak, aby ze stejného divodu nedostali po vypoctu souradnice y zlomek.

Uloha 2 (troveii 2)
Predpokladané znalosti: absolutni hodnota, feseni nerovnice, konjunkce vlast-
nosti

Je déna funkce y = 3 — %a: Zjistéte, pro kterd x plati |3 — %:p| < 2.

Ze zadani plyne, ze pro hledané hodnoty x plati —2 < 3 — %x <2
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Reseni (¢. 1)

Uvedenou slozenou nerovnici prevedeme na konjunkci dvou nerovnic
2 2
3——x>-2)AN3— -z <2).
(-2 -2)A(3- 20 <2)
Z prvni nerovnice plyne
2
—§x2—5:>—2x2—15:>2x§15:>a:§7,5;
ze druhé nerovnice plyne
2
—§x§—1:>—2x§—3=>2x23:>x21,5.

Vzhledem k tomu, Ze jde o konjunkci, plati soucasné obé nerovnosti, takze 1,6 < x < 7.5,
takze zadand linedrni funkce mé vysetrovanou vlastnost pro vsechna z € (1,5;7,5).

Reseni (&. 2)

Upravujeme primo slozenou nerovnici —2 < 3 — %x < 2. Od vsech tii casti odec¢teme 3
amame —5 < —%x < —1, vynéasobime je ¢islem 3 odkud —15 < —2x < —3, a jesté ¢islem
—1, dostaneme 15 > 2x > 3, délime dvéma, vyménime poradi ¢leni a mame vysledek
1,h <x<T75.

Metodické poznamky
Druhy postup je sice jednodussi a rychlejsi, ale pro zaky trochu naroc¢néjsi.

Uloha 3 (tiroven 2-3)
Predpokladané znalosti: linearni funkce s parametrem, sestaveni tabulky funk-
ce, cteni z tabulky, graf linearni funkce, ¢teni z grafu

V 5 hod réano byla teplota vzduchu —3°C, v 10 hod pak 6 °C, predpoklada se rovno-
meérny rust teploty.

a) Jaka teplota byla v 8.30 hod?
b) Kdy byla teplota 0°C?
¢) Znazornéte prubéh ranni teploty.

Reseni

a) Cas ozna¢ime x, teplotu v ¢ase = oznac¢ime y. Rovnomérna zména teploty znamena,
ze y je linedrni funkci z, tj. y = ax + b. Koeficienty a, b vypocteme pomoci zadanych
teplot v 5 a v 10 hodin, které v jazyku matematiky zapiseme jako body [5; —3], [10; 6],

takze —3 = ba + b, 6 = 10a + b, odkud odectenim dostaneme 9 = 5a, a = %, a po
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dosazeni do 1. rovnice —3 = 5 - % + b, b = —12. Na ¢asovém intervalu (5;10) je tak
vztah casu a teploty vyjadien rovnici linearni funkce

9
ysz—lz

5
%x —12=z= %, coz v hodinach je 6 hodin 40
minut. Teplota 0°C byla v 6.40 hod.
c¢) Prubéh ranni teploty lze znézornit dvéma zpusoby, tabulkou a grafem.
Tabulka: Na zadané obdobi sestavime tabulku napt. po ptlhodinach.

Hod.: | 5.00 | 5.30 | 6.00 | 6.30 | 7.00]7.30]8.00[8.30]9.00]9.30 | 10.00
°C |=3,0]-21]-12]-03]06 | 1,5 |24 33|42 |51 60

Odpovéd a) vidime primo v tabulce: V 8.30 byla teplota 3,3 °C. Vidime, zZe teplota 0°C
byla mezi 6,30 h a 7.00 h; tabulku pro tento interval nemusime zjemnovat, protoze je
vidét, Ze tato teplota nastala v jedné tretiné tohoto intervalu, tj. v 6.40 h.

Graf: V pravouhlé soustavé souradnic sestrojime tsecku spojujici body [5; —3]
a [10;9] a z grafu vycteme piiblizné feseni. Graf lze sestrojit i pomoci Geogebry.

]

Z grafu vycteme, ze v 8.30 hod byla teplota 3,3°C', teplota 0°C byla v 6.40 hod.
(Z grafu vsak tak presné hodnoty zpravidla nevycteme.)

Metodické poznamky
Na této tloze lze neformalné ukazat, jak lze redlnou situaci matematicky
modelovat riznymi zpusoby.

Uloha 4 (tiroveti 3)

Predpokladané znalosti: prevadéni praktické tulohy do matematiky, linearni
funkce s parametry, volby vhodného zobrazeni, graf linearni funkce, nerovnice,
MS Excel

Objem nadrze je 600 litri. Na pocatku je v nadrzi 120 litra vody, ventily u nadrze
jsou nastaveny tak, ze kazdou minutu pritéka do nadrze p litri a vytéka ¢ litri na
zalévani sklenik. Je-li ¢ = 3, jaké musi byt p, aby voda vydrzela na zalévani alespon 5
hodin a soucasné aby nadrz nepretekla? Navrhnéte, jak byste postupovali pti grafickém
znazornéni vysledku vhodnym softwarem, nebo primo pri grafickém feseni tlohy.

b}



ReSeni

Za minutu pritece do nadrze p litri a vytece ¢ litra, takze se stav vody zméni za
minutu o p — ¢ litr, za ¢ minut je to (p — q)t; pocatecni stav je 120 litru, takze od
pocatku za t minut je mnozstvi vody v nadrzi

y = (p—q)t+120.
Pro zadané ¢ = 3 dostaneme linearni funkci

y = (p—3)t+ 120.

a) Jaké bude p, mé-li voda vydrzet asporn na 5 hodin (300 minut)

780
(p—3)-300+120 > 0= 300p — 900 + 120 > 0 = p > 300 = 2,6.
K tomu, aby voda vydrzela na zalévani alespon 5 hodin, je tieba, aby do nadrze
pritékalo alespon 2,6 litri vody za minutu.
b) Jaké bude p, nema-li béhem 5 hodin nédrz pretéci
1380
(p—3)-300+ 120 < 600 = 300p — 900 + 120 < 600 = p < 300 =4,6.

K tomu, aby nadrz nepretekla, je treba, aby do nadrze nepritékalo vice nez 4,6 litra
vody za minutu.

Zaveér. Obé podminky tlohy jsou splnény, pravé kdyz p je z intervalu (2,6;4,6), tedy
kdyz je pritok vody nastaven na hodnotu mezi 2,6 a 4,6 litri za minutu.

Pro grafické znazornéni vysledku lze vyuzit napt. Geogebru. Zde by se zobrazily oba
krajni pripady, a to nastavenim poéateéniho bodu [0; 120] a koncovych bodu ze zadanych
hodnot [300; 0] a [300; 600] a jejich spojenim tiseckou nebo piimo nastavenim piimek. Pro
p = 2,6 je to primka y = —0,4¢ 4+ 120 a pro p = 4,6 primka y = 1,6t + 120.

Ukdzka tesent uzitim Excelu. Vytvorime tabulku pro ¢ € (0;300) napf. po 10 minutédch
a pro hodnoty y = (p — 3) - t + 120. Protoze budeme hledat p odpovidajici zadanym
podminkam, vytvorime pro p posuvnik napi.pro hodnoty od 0 do 10 s krokem 0,1. Pro
vétsi ndzornost prubéhu feseni vytvorime v rozsahu ¢ € (0;300) graf s vhodnou miizkou
a pak uz jen pomoci posuvniku vysetiujeme, pro kterd p nastanou zadané mezni situace,
tdaje z grafu kontrolujeme v tabulce (tabulky 1 a 2).

Metodické poznamky
Rozsah pouziti této tlohy zavisi na zaméru ucitele. Lze doporucit, aby tlohu
skutec¢né vyuzil i pro kontakty s vhodnym softwarem.

Zdroj: archiv autora
Obrazovy material: dilo autora
Autor: doc. RNDr. Stanislav Travnicek, CSc.; stanislav.travnicek@volny.cz
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y=(p-3jt+120

t ¥ p= 26 26
o] 120 0« b 10
10| 116
200 112
5 16 Stav vody
40 104
50 100 140
sl oo
80 23 100 b
80 a4 a0 H“‘*a
0] 80| & e
10| 7e|| = 60
120 72 40 [
130] 68 = ™~
140 64 =
150 50 0
160 £g 0 30 60 90 120150180210240270 300
170 52 .
180] 48 Iy
190 44
20N AN
Tab. 1: Pripad vyprazdnéni nadrze
(p - 3)t+ 120
t y p= 4.6 45
o] 120 0 « b 10
10| 136
20 152
= = Stav vody
0] 184
50| 200 700
60| 216
70 232 Egg
so| 248 =
90| 264 400 - e
00| 280|| £ ==
110] _296|| = 300 e
120 312 200 ——
130 328 100 L
140 344
150] 360 0
160 376 0 30 &0 90 120150180210240270 300
170 392 .
180] 408 Ty
190 424
20N AdN

Tab. 2: Pripad naplnéni nadrze
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Gradované ulohy

Tematicky okruh RVP G: Zavislosti a funkéni vztahy
Klicové pojmy: neprima imeérnost, proménna ve jmenovateli

Uloha 1 (tiroveri 1-2)
Predpokladané znalosti: nepfimd umeérnost, tabulka a graf funkce, defini¢ni
obor
Zéci 5. tiidy chtéli pro matefskou skolu sestavit 24 vétrnicki. Jestlize se prace zicastni
x zaki, musi kazdy z nich vyrobit y vétrnicka. Zatim nevime, kolik zaku se sestavovani
vétrnickl zucastni.
a) Zjistéte, jaké jsou moznosti a kolik Teseni mé tato tloha.
b) Zadanim je definovdna funkce nepiiméa imérnost, napiste jeji rovnici a stanovte jeji
defini¢ni obor.
c¢) Znazornéte graf a urcete definiéni obor funkce bez zavislosti na textu tlohy.

ResSeni

a) VSechny moznosti uvedeme do tabulky

x| 1| 2|13(4(6(8[12|24
y(24112|18|6(4|3| 2| 1

Uloha ma 8 FeSent. 94
b) Podle zadani plati = - y = 24, z tohoto vztahu ziskdme rovnici funkce y = —.
x
Definiénim oborem je mnozina M = {1;2;3;4;6;8;12;24}.

c) Graf funkce y = 22 znazornime uzitim Geogebry.

. VoIné objekty *
@ f(x)=241x 10+
| Zavislé objekty

Defini¢nim oborem je mnozina (—oo;0) U (0; 4-00).



Metodické poznamky

K ¢asti a) by ucitel mél pro silnéjsi pocit zékt o spojeni se zivotem vyvolat
fizenou diskusi o tom, které TeSeni se asi uplatnilo v praxi. U &asti b) a ¢) by
si zaci méli uvédomit, ze definicni obor funkce zavisi na tom, co je tou funkci
vyjadreno.

Uloha 2 (tiroveni 2-3)
Predpokladané znalosti: nepfima imérnost, tabulka, kvadratické rovnice
Ema si v knihovné vypijéila knihu o 480 strankach. Rekla si, Ze kazdy den pfecte
stejny pocet stranek (x) a spocitala si, kolik dni ji bude ¢teni trvat (y). Pak vsak zjistila,
ze musi knihu vratit o 6 dni drive, takze musi denné precist o 4 stranky vice.

a) Jaky je tedy jeji denni plan a za kolik dni knihu precte?

b) Jaké moznosti by Ema méla, kdyby musela knihu vratit do dvou tydna?

c¢) Napiste rovnice funkei, které vyjadiuji zavislost poctu dni na dennim poctu precte-
nych stranek podle ptuvodniho planu a podle planu pozménéného.

ResSeni

a) Jestlize Ema chtéla puvodné precist denné x stranek, trvalo by ji to y dni, takze
x -y = 480. V nové situaci musi denné precist x + 4 stranky a bude ji to trvat y — 6
dni, takze

(x +4)(y — 6) = zy = 480. (1)

Odsud porovnanim prvnich dvou vyrazi v (1) mame
xy +4y — 6 — 24 =2y
a z toho y = 3(z + 4); dosadime do rovnosti druhych dvou vyrazi v (1)
z-3(x+4) =480 = 2 + 4z — 320 = 0.
Dostali jsme kvadratickou rovnici, kterou resime.
1D =4+ 320 = 324, V324 = 18; T19 = —2+18.

Kladny kofen je 1y = 16, pak y; = % = 30. Novy denni plan je o 4 stranky vétsi,
tedy 20 stranek, a knihu precte za 30 — 6 = 24 dny. Zkouska: 20 - 24 = 480.

b) Oznacme pro prehlednost v této Casti feseni d pocet dni a s pocet denné prectenych
stranek Mame zjistit vSechny moznosti denniho pridélu stranek, tj. vSechna feseni.
Rozlozime ¢islo 480 v soucin prvocisel 480 = 2-2-2-2-2-3-5, priddme samoziejmého
¢initele 1 a vytvarime délitele ¢isla 480 mensi nez 14, viz tabulku.

dl 1| 2| 3| 4] 5] 6| 8({10]12
514801240 | 160|120 |96 [ 80|60 |48 |40




Zde jsou vypsany vsechny moznosti.
c¢) Podle (1) byl pavodni vztah z - y = 480, takze rovnice prislusné funkce je y =

Novy vztah je (z +4)(y —6) =480 = y — 6 = ;%(i’ odkud y = % 1 6.

480
50

Metodické poznamky
Je vhodné pojednat se zaky, co pro Emu znamena vypocteny pocet denné
prectenych stranek.

Uloha 3 (troven 3)
Predpokladané znalosti: neptima tmérnost, kvadratické rovnice, prace s dél-
kovymi jednotkami, celoc¢iselné feseni

Pan Petr mél moznost vytycit si obdélnikovou sestiarovou zahradku, chce si ji pak
oplotit a ma k dispozici 120 m pletiva.

a) Jaké jsou moznosti pro velikosti rozméru jeho budouci zahradky?

b) Pti oploceni budou sloupky plotu 2,5 m od sebe. Jaké rozméry tedy mize mit zahrad-
ka?

¢) Znazornéte graf zavislosti obvodu na délce jedné jeho strany.

Reseni

a) Rozméry zahradky oznac¢me z, y. Budeme pocitat v metrech; kdyz 6 art prevedeme
na m?, bude vyméra 600 m?. Plati tedy x - y = 600. Obvod pozemku (délka plotu)

60 600
bude z = 2(x + y); dosadime y = — a méme z = 2|z + —) a protoze ze
x x

IV [ . . 600 )
zadani mame z < 120, dostavame pro rozmér x nerovnici 2 (aj + —) < 120, tj.
x
600 , S .. L ;
xr + — < 60. V tloze ztejmé x > 0, nerovnici vynasobime x a upravime na tvar

T
nerovnice kvadratické
22 — 60z + 600 < 0.

Vypoéteme nulové body trojélenu na levé strané nerovnice D = 1200, /D = 34,6;

C60£346 (473
TL2= 79 T 127

Kvadratickou nerovnici tak lze zapsat ve tvaru
(x —12,7)(x — 47,3) < 0.

Uvedenymi dvéma nulovymi body se ¢iselna osa rozdéli na 3 ¢asti; uvniti levé ¢asti
jsou oba cinitele zaporné a soucin je kladny, uvnitt sttedni ¢asti je prvni ¢initel kladny
a druhy zaporny, takze soucin je zaporny, uvniti pravé ¢asti jsou oba ¢initele kladné,
jejich souéin je kladny. Resenim je tak interval (zaokrouhleno na celd ¢isla) (13;47),
ktery plati pro oba rozmeéry.
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Zaver. Rozmeéry zahradky musi byt v intervalu od 13m do 47 m.
b) Kdyby byla zahradka ¢tvercova, byla by délka jejich stran v/600 = 24,495m a to zna-
mend, ze kratsi rozmér budeme hledat od 13m do 24 m, ale vzhledem ke vzdélenosti
sousednich sloupkt jen od 15m do 24 m. Proto vyzkousime hodnoty 15; 17, 5; 20; 22,5.

600 600 600 600
Y1 = =40, 75 neni celé ¢islo, yo = =30, 5= 5 neni celé ¢islo.

Zavér. Jsou jen 2 moznosti rozmeéri, a to 15m x 40m a 20m x 30 m.
600
c¢) Obvod uvazovaného obdélniku je podle ¢ésti a) vyjadien rovnici z = 2 [ x + —)
x

Pro nazornéjsi obrazek v Geogebte zvolime za jednotku 1 dam (dekametr) a zobrazime
funkei y = 2(z + g), tj. y = 2x + % V obrazku byla upravena méritka na oséch.

Ed

. VoIné objekty %
el X)=2x+121X
| Zavis|é objekty a0 4

-20

Zdroj: archiv autora
Obrazovy material: dilo autora upravil Pavel Calabek
Autor: doc. RNDr. Stanislav Travnicek, CSc.; stanislav.travnicek@volny.cz
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Gradované ulohy

Tematicky okruh RVP G: Zavislosti a funkéni vztahy
Klicové pojmy: obsahy a obvody mnohothelniki, grafy funkei s absolutni hodnotou

Uloha 1 (troven 1-2)
Predpokladané znalosti: grafické znazornéni soustavy nerovnic o dvou pro-
ménnych, absolutni hodnota, obsah a obvod trojuhelniku.

Zobrazte trojihelnik, ktery je prinikem mnozin

y>lr—1/-1,
y < 1,5.

a vypoctéte jeho obvod s a obsah P.

Reseni (s pouzitim Geogebry)

Graficky zobrazime rovnice y = |z — 1| — 1, y = 1,5 a dostaneme hranice zadanych

mnozin.
ﬁ y
A il
NG
I ﬁ
& £

V prvnim pripadé dostdvame ramena pravého thlu s vrcholem C[1;—1], a pro y >
> | — 1| — 1 jde o body nad témi rameny, prvni mnozinou je tedy znazornén pravy thel.
Ve druhém ptipadé jde o dolni polorovinu s hranici y = 1,5. Hledame spole¢né body obou
¢asti hranic. Plati 1,5 = | — 1| — 1, odsud |x — 1| =2,5. Proz > 1lje |z — 1| = — 1,
takze x — 1 = 2,5 a odtud méame feSeni x = 3,5. Pro x < 1 je |z — 1| = —z + 1, takze
—x+1 =25 a z toho je x = —1,5. Dostali jsme tak dva spolecné body A[—1,5;1,5],
B[3,5;1,5].

Trojihelnik ABC' je zfejmé rovnoramenny a pravouhly, tthly pfi vrcholech A, B jsou
45°, |AB| = 3,5 — (—1,5) = 5. Vypocteme velikost d = |AC| = |BC.

d= \/(1 +15)% 4+ (=1 —1,5)% = /2,52 + 252 = /2252 = 2,5V2.

Obsah. Trojiuhelnik ABC' je polovinou ¢tverce o strané d, takze P = % -6,25-2 = 6,25.

12



Obvod. s =5+ 2-2,5v/2 = 5(1 + v/2).

Metodické poznamky
Tato ani dalsi ilohy nejsou feseny Geogebrou, ta je zde pouzita jen pro gra-
fické znazornéni primek, ramen thla a vysledného priniku.

Uloha 2 (tiroveti 2)
Predpokladané znalosti: grafické znazornéni soustavy nerovnic o dvou pro-
ménnych, absolutni hodnota, obsah a obvod trojuhelniku, rozklad obrazce

Zobrazte rovinny obrazec, ktery je prunikem mnozin

|| + 2y < 4,
|z — 2| — 2y < 2.

a vypoctéte jeho obvod s a obsah P.
Reseni (s pouzitim Geogebry)
Nejprve si zobrazime hranice. Zadané nerovnice upravime na tvar
y <2—0,5z a y>05/r—2|—1
a vytvorime z nich rovnice
y=2—0,5|z| a y=05zr—-2 -1,

které s vyuzitim Geogebry zobrazime.

Yig
ﬁﬁ. E
—_— i T N W RLL T 1_ _______________
y i
2 1 1 2 3 a 5
| g y

V prvnim piipadé dostdvame ramena tihlu s vrcholem B[0;2], a pro y < 2 — 0,5|z|
jde o body pod témito rameny, prvni mnozinou je tedy zadan konvexni tithel. Ve druhém
dostavame ramena thlu s vrcholem D[2; —1], a pro y > 0,5|z — 2| — 1 jde o body nad

témito rameny, druhou mnozinou je opét zadan konvexni thel.

Hleddme spolecné body obou ¢ésti hranice. Plati 2 —0,5|z] = 0,5|x — 2| — 1; ndsobime

dvéma a upravime
|z — 2| + |z| = 6.
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Proz > 2je |x—2| = -2, |z| = x, dostavame x—2+z = 6, takze v = 4, y = 2—0,5/4| = 0.
Pro0 <z <2je|r—2| =2—ua, |z| =z, dostdvdme 2 — z + x = 6, TeSeni neexistuje.
Prox < 0je|r —2| =2 -z, |z| = —x, dostavdme 2 — x — x = 6, takie v = —2,
y = 2 —0,5] — 2| = 1. Dostali jsme tak dva spole¢né body A[—2;1], C[4;0], zadanym
rovinnym obrazcem je rovnobéznik ABCD.

Obsah vypocteme tak, ze rovnobéznik ABCD rozdélime piimkami y = 1 a y = 0
(osou z) na dva trojihelniky AEB, 0DC' a rovnobéznik AOC'E, jejichz potfebné rozméry
dostaneme ze souradnic bodi a obsahy se tak vypoctou velmi snadno. Trojtihelnik AE B:
zékladna |AE| = 4, vySka je rovna 1, obsah je 3 -4 -1 = 2; trojihelnik 0DC ma stejné
rozméry (je s predchozim shodny), obsah je 2; rovnobéznik AOCE: |AE| = 4, vyska je 1,
takze obsah je 4.

Obsah rovnobézniku ABCD je tedy P=2+2+4 =38.

Vipocet obvodu: |[AB| = v/22 + 12 = \/5; v tomto pifpadé lze vyuzit naprosto zie-
telného zobrazeni dalich stran, takze |CD| = |AB| = /5, |AD| = |BC| = 2+/5.

Obvod s = 6:/5.

Metodické poznamky
Obsah lze rovnobézniku ABCD lze vypocitat i jinymi zptsoby, zaci by je
méli objevit.

Uloha 3 (troveii 2-3)

Predpokladané znalosti: grafické znazornéni soustavy nerovnic o dvou pro-
ménnych, absolutni hodnota, obsah a obvod trojihelniku, rozklad obrazce, poci-
tani s obycCejnymi zlomky

Zobrazte trojuhelnik, ktery je prinikem mnozin

y§275_‘1_£‘7
20 =8y +3<0

a vypoctéte jeho obvod s a obsah P.

Reseni (s pouzitim Geogebry)

Graficky zobrazime rovnici y = 2,5 — |1 — 2|, druhou musime nejprve upravit, aby se
mohla zadat do Geogebry: 2x + 3 = 8y, tedy y = %az + %. V prvnim pripadé dostavame
ramena pravého thlu s vrcholem C[1;2,5] a pro y < 2,5 — |1 — z| jde o body pod témi
rameny, prvini mnozinou je tedy znazornén pravy thel. Ve druhém pripadé vidime, Ze po
dosazeni bodu [0, 0] dostavame 3 < 0, pocatek souradnicové soustavy tedy nepatii do
zadané poloroviny, takze jde o polorovinu nad touto primkou.

Hledédme spolecné body obou ¢asti hranice. Z vyjadreni y z obou rovnic dostavame

S-l—z|=z+3=>22+8|l —z|=1T.

Prox <1lje|l—z|=1-—x, takze



oolw

=0.Proz>1je|l —z|=x—1, takze

paky =5- (%) +

pak y = i . g + % = 1. Dostali jsme tak dva spolené body A[—1,5;0], B[2,5;1].

Vypocet obvodu: Délky stran pocitame jako prepony pomocnych pravothlych troj-
thelniku uzitim Pythagorovy véty (nejsou zobrazeny). AB — jedna odvésna mé délku 4
(rozdil -ovych soufadnic), druhd 1 (y-ov4 soutadnice bodu B); |AB| = v/17. BC — jedna
odvésna ma délku 1,5 (rozdil z-ovych soufadnic), druhé také 1,5 (rozdil y-ovych sourad-
nic), |BC| = /1,52 + 1,52 = 1,5/2. AC — jedna odvésna ma délku 2,5 (rozdil z—ovych
soufadnic), druhd také 2,5 (y-ové soufadnice bodu C); |AC| = 1/2,5% + 2,52 = 2,51/2.

Obvod trojihelniku je s = V17 + 4v/2.

Vypocet obsahu — pfimka z = 1 rozdéluje trojihelnik ABC na dva trojuhelniky; pro
x = 1 dostavame ze druhé rovnice y = %. Ozna¢me bod D [1; g]; |CD| = g — g = 1—85.
V trojihelniku AC'D je vyska na stranu C'D rovna 2,5 (rozdil z-ovych souradnic bodi
A a C), v trojihelniku C DB je vyska na stranu C'D rovna 1,5 (rozdil z-ovych souradnic
bodu B a (). Ze souc¢tu obsahit obou dil¢ich trojtihelniki dostédvame:

Obsah trojihelniku ABC je P=4-2 .24 5. 2.3 =5.0.4=1

Metodické poznamky
P1i vypoctu obsahu 1ze pouzit i rozdéleni trojihelniku primkou y = 1. V této
uloze se predpoklada provadéni vypoctt uzitim zlomk; to dava presné vysledky.

Uloha 4 (troveri 3)

Predpokladané znalosti: grafické znazornéni soustavy tii nerovnic o dvou pro-
ménnych, absolutni hodnota, obsah a obvod trojihelniku a lichobézniku, pocitani
s odmocninami

Zobrazte rovinny obrazec, ktery je prinikem mnozin

lz =1 +y <3,
[z =1 +y =1,
x— 3y < 0.

a vypoctéte jeho obvod s a obsah P.
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Reseni (s pouzitim Geogebry)

Nejprve si zobrazime hranice. Zadané nerovnice upravime na tvar

1
ys3-—le—1, y2l-lz-1 a y2gz2
a vytvorime z nich rovnice
1
y=3-|z-1, y=1l-e-1 a y=3z

které s vyuzitim Geogebry zobrazime.

V prvnim piipadé dostavame ramena thlu s vrcholem A[1;3], a proy < 3 — |z — 1|
jde o body pod témito rameny, prvni mnozinou je tedy zadan pravy thel. Ve druhém
dostéavame ramena uhlu s vrcholem DI[1;1], a pro y > 1 — |x — 1| jde o body nad témito
rameny, druhou mnozinou je zadan nekonvexni thel (doplnék pravého uhlu). Ve tretim
pripadé dostavame hranici poloroviny a pro y > %x jde o horni polorovinu. Vysledkem
je nekonvexni Sestitthelnik ABODEC. Najdeme soutadnice jeho vrcholi B, C. Resime
soustavu

y=3—lzr—1|,
1

= —X

) 37

tedy polozime 3—|z—1| = %[E; prox > ljelzr—1| =x—1,odkud 3—z+1 = %3: =1 =3,

y:%-?):l, Cl3;1,prox <lje|lr—1]=—-2+1 odkud 3+2—1= %x:>a::—3,
y =3 - (=3) = —1, B[-3; —1]. Nyni hleddme soufadnice bodi O, E. Resime soustavu
y=1—|z—1|,
1
=—x
Y 37

tedy polozime 1 — |z — 1| = %:17; stejnym postupem jako v predchozim pripadé dostavame

0[0;0], E[1,5;0,5].
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Vipocet obvodu — |OD] je velikost pfepony jednotkového ¢tverce, tedy |OD] = v/2.
Vidime, ze
|AB| =4-]0D| =4-V?2,
|ICA|=2-10D| =2-V2,
1 1
IDE| = ;|0D| = 5\/5.

| BO| je prepona pravothlého trojihelniku s odvésnami 1 a 3, takze |BO| = V12 +32 =
= /10,
1 1
|EC| = §|CO\ = 5‘30‘ = —+/10.

Obvod sestithelniku ABODEC je
s =|AB|+|BO| + |OD| + |DE| + |EC| + |CA| =
1 1
=424+ V10+ V2 + 5\/§+ 5\/ﬁ+2\/§=7,5\/§+1,5\/ﬁ.

Vypocet obsahu — tsecka DF rozdéluje dany Sestitithelnik na dva lichobézniky: ABOF
a FDEC, vyska obou z nich je zfejmé v = |FD| = v/2. Obsah lichob&zniku ABOF je
P = %v(|AB| + |OF|) = 6. Obsah lichobézniku FDEC' je Py = %v(\FC’| + |DE|) = 1,5.
Obsah sestithelniku ABODEC je P= P+ P, =6+ 1,5="7,5.

Metodické poznamky

vvvvvv

vést nekolika zptsoby.

Zdroj: archiv autora
Obrazovy material: dilo autora
Autor: doc. RNDr. Stanislav Travnic¢ek, CSc.; stanislav.travnicek@volny.cz
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Gradované ulohy

Tematicky okruh RVP G: Zavislosti a funkéni vztahy
Klicové pojmy: kvadraticka funkce, kvadratické rovnice a nerovnice, kvadraticky troj-
¢len, absolutni hodnota

Uloha 1 (troven 1-2)
Predpokladané znalosti: prenést slovni tilohu do matematiky, fesit kvadratic-
kou rovnici
Zemédélec si na svém pozemku ztidil zeleninovou zahradku obdélnikového tvaru, jejiz
délka byla o 4 m vétsi nez sitka. V pristim roce zvétsil délku o 8 m a sitku o 10 m a tim
celkovou plosnou vymeéru zvétsil na dvojnasobek. Kolik artt ma nyni jeho zahradka?

ReSeni
Ptvodni délka zahradky je x, ptvodni sitka y, tdaje jsou v metrech. Podle zadani
plati z = y+4, tj. y = x — 4, puvodni vyméra zahradky je P = zy = x(z —4). Nova délka
zahradky je 48, nova sitka y+10 = x—4+10 = z+6, nova vyméra je P’ = (x+8)(z+6).
Plati P' = 2P, takze
(x +8)(z+6) =2z(x —4).

Roznasobime a upravime
2?2 + 14z + 48 = 222 — 8z, z? — 220 — 48 = 0.

Resime D = 222 + 4 - 48 = 676, /D = 26,

22 £ 26 24
:ELQ = = {

2 -2

Zkouska pro kofen x; = 24. Plivodni zahradka: © =24, y =24 —4 =20, P =2y =
= 480, nova zahradka P’ = (24 + 8)(20 + 10) = 32 - 30 = 960 = 2P.
Koten xy = —2 nevyhovuje, je zaporny

Zdvér. Zemédélcova zahradka ma nyni 960 m?, coz je 9,6 arti.

Metodické poznamky

Ukazka, jak uzitim matematiky resit praktickou tlohu, matematickym mode-
lem je tu jednoducha kvadratické rovnice, kdy jeden koten tloze vyhovuje a druhy
ne. Ucelem této tlohy je piipomenout algoritmus Feseni.

Uloha 2 (iroveti 2)
Predpokladané znalosti: rozklad kvadratického trojclenu, feseni nerovnic

Pro ktera x je funkce f(x) = 22% — 3z — 5 a) kladn4, b) rovna nule, c) zdporna?
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Reseni (1)
Zjistime nulové body: D =9 +40 = 49, /D =7,

3T (3
1,2 — 4 - 1 )

kvadraticky trojclen vyjadiime jako soucin kotenovych ¢initeli

Flr) =2z — (e +1)

a probereme piipady f(z) > 0a f(z) <0.
e f(x) > 0 pravé kdyz oba ¢initele jsou kladné nebo oba zaporné
(z=2>0)A(z+1>0), tih. (@>2)A@>-1)=z>2, tj. € (3;400);
(z—2 <0)A(z+1<0), ti. (z<2)A(z<-1)=z<-1, tj. x € (—oo; —1);
e f(x) <0 pravé kdyz jeden cinitel je kladny a druhy zéporny
(z=32>0)A(z+1<0), ti. (z>2)A(z<-1), takové x neexistuje;

(z—2 < 0)A(z+1>0), ti. <HA(z>-1)=-1l<z<2 tj. ze(-13).

Zaver. Pro x € (—o0;—1) U (%;—i—oo) je dand funkce kladnd, pro x € (—1; %) je
zéporna, nule se rovna pro x € {—1;2}.

Reseni (2)

Nulové body kvadratické funkce rozdéli ¢iselnou osu na tii intervaly s délicimi body
—la2. f(-2)=8+6—5=9> 0, vintervalu (—oo; —1) je funkce kladnd, f(0) = —5 < 0,
v intervalu (—1, 3) je funkce zapornd, f(3) =18 —9 —5 =4 > 0, v intervalu (3; +00) je
funkce kladna.

Uloha 3 (troveti 2-3)
Predpokladané znalosti: rozklad kvadratického trojc¢lenu, feseni nerovnic, pra-
ce s absolutni hodnotou

Pro ktera x je funkce f(x) = 22% — |x| — 6 a) zdporna, b) rovna nule, c) kladn4?
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Reseni
Reseni rozdélime na dva pripady.

a) Pro # > 0 plati |z| = x, takZe f(z) = 22% — 2z — 6.

D=1+48=49, VD=1, m:%?:{_;;
2
budeme pracovat jen s nulovym bodem 2 > 0. Kvadraticky trojclen rozlozime f(z) =
:2(:15—2)(33—1—%) s tim, ze pro x > 0 je éinitelw—{—% >0.Prox<2jexr—2<0,
tedy f(x) < 0, pritom f(0) = —6 < 0, takze f(z) < 0 na intervalu (0;2); pro z > 2
jex —2 >0, tedy f(z) > 0 na intervalu (2;4o00).
b) Pro x < 0 plati |z| = —z, takZe f(x) = 22* + x — 6.

—1£7 3
D=1+48=49, VD=7 115= . :{ 2
budeme pracovat jen s nulovym bodem —2 < 0. Kvadraticky trojélen rozlozime f(z) =
=2(z +2)(z — 3) s tim, Ze pro z < 0 je ¢initel z — 3 < 0. Prox < =2 je x + 2 < 0,
tedy f(x) > 0, takze f(z) < 0 na intervalu (—oo; —2); pro x > —2 je x + 2 > 0, tedy
f(z) < 0 na intervalu (—2;0).

Zaveér. Pro x € (—o00;—2) U (2;400) je funkce kladnd, pro z € (—2;2) je zdporna
a nule se rovna pro x € {—2;2}.

Metodické poznamky

I tato zadana funkce je spojita, takze i zde by bylo mozno urcovat znaménko
funkce na intervalech, do nichz je ¢iselnd osa rozdélena nulovymi body. Jen je
treba pri zjistovani nulovych bodu vyloucit ty falesné.

Uloha 4 (troveii 3)
Predpokladané znalosti: rozklad kvadratického trojélenu, feseni nerovnic, pra-

vvvvv

Pro ktera x je funkce f(x) = |2? — 22| — 1 a) zdporn4, b) rovna nule, c) kladna?

Reseni
Reseni rozdélime na dva pripady.

a) Pro 22 — 22 > 0 je f(x) = 22 — 2o — 1. Nejprve vyhodnotime podminku z(z — 2) >
> 0; nastavaji dva pripady: oba ¢initele jsou nezaporné, tj. (x > 0) A (z > 2) =
= x € (2;400), oba ¢initele jsou nekladné, tj. (z < 0) A (x < 2) = 2z € (—o0;0);
(pouzili jsme ,nekladné”, aby ndm nevypadla nula).

Shrnuti. Podminka 22 — 22 > 0 je splnéna pro x € (—oo; 0) U (2; +00) = M.
Na mnoziné M; budeme nyn{ vysetfovat funkeci f(x) = 2% — 2z — 1.

2 +2,/2
D=4+4=8  VD=+v8=2/2 xszf:u\/i.
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Zjistime, ktery z téchto bodu lezi v My: 1 = 1 + V2 = 2,41 > 2, takze x1 € My,
Ty =1—+/2= —041 < 0, takze i x5 € M, oba jsou to nulové body funkce f(z).
V M, tak plati f(z) = (x — 1 —v2)(z — 1 ++/2).

V intervalu (2; +00) C M) je z > 1 — /2, tedy  — 1 + /2 > 0; tento interval je
bodem 1 4 /2 rozdélen na dva. Pro z < 1 4+ /2 jexr—1— V2 < 0 = na intervalu
(2;14++/2) je f(z) < 0;prox > 1++v/2jex—1—+/2 > 0 = na intervalu (1++/2; +00)
je f(x) > 0.

V intervalu (—oo;0) C M je x < 1 ++/2, tedy 2 — 1 — /2 < 0. Tento interval je
bodem 1 — v/2 rozdélen na dva. Pro z < 1 — /2 jexr —1+ V2 < 0 = na intervalu
(—00;1—v/2) je f(z) > 0;prox > 1—+v/2jex—14++/2 > 0 = na intervalu (1—+/2;0)
je f(x) > 0.

b) Necht nyni 2% — 2z < 0 je f(x) = —2? + 22 — 1 = —(z — 1)2. Tato podminka je
splnéna na R\ Mj, tj. na intervalu (0;2). Vidime, Ze funkce f(x) mé nulovy bod 1
a jinak je zaporna.

Zdvér. Funkce f(z) je kladnd pro @ € (—oo; 1 — v/2) U (1 + v/2; +-00), je rovna 0 pro

v € {1 —+/2;1;1++/2} aje zdpornd pro x € (1 —/2;1) U (1;1 + V/2).

Volné abjekty * 2

- fix)=abs(x*-2x)-1

Zavislé objekty

- @ A=(4,0) 14

~@ B=(7,0)

- @ C={2.M4,0)

- @ D=(-041,0) __AB . . .

S ay=0 -1 \/1\2/ 3
-1

Metodické poznamky

Toto Teseni je pro zaky narocné zejména tim, ze si musi stale uvédomovat, ve
které fazi vstupnich podminek se pfi feseni postupné nachézeji. Lze doporucit,
aby si pak zaci zobrazili graf funkce v Geogebte, viz obrazek vyse.

Zdroj: archiv autora
Obrazovy material: dilo autora upravil Pavel Calabek
Autor: doc. RNDr. Stanislav Travnicek, CSc.; stanislav.travnicek@volny.cz
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Gradované ulohy

Tematicky okruh RVP G: Zavislosti a funkéni vztahy
Klicové pojmy: funkce, funkéni hodnota, kvadraticka funkce, linearni funkce, priseciky
graft funkeci

Uloha 1 (tiroveni 1-2)
Predpokladané znalosti: linearni a kvadraticka funkce, soustava dvou rovnic,
kvadraticka rovnice

Urcete priseciky grafu funkce y = 2% a pifmky y = x + 2. Reste pocetné i graficky.

Reseni (pocetné)

Priiseciky graft funkei splituji obé rovnice, fesime tedy soustavu rovnic y = 22 a y =
= x + 2. Porovnanim levych a pravych stran dostavame kvadratickou rovnici 2 = x + 2,
tedy 22 — z — 2 = 0, jejimZ TeSenim jsou ¢isla 1 = 2 a x5 = —1. Odpovidajici y-ové
souradnice jsou y; =4 a yo = 1.

Reseni (graficky)

Grafem funkce y = z? je parabola, jejimz vrcholem je bod [0;0], grafem linedrni
funkce y = x + 2 je primka, kterd prochazi napt. body [—2;0], [0; 2]. Pruseciky graft jsou
body P [2;4] a Py [—1;1].




Uloha 2 (tiroveri 2-3)
Predpokladané znalosti: soustava dvou rovnic, kvadraticka rovnice s parame-
trem, linearni a kvadraticka funkce

Po hodiné matematiky ziistal na tabuli graf funkce y = 2 a 2012 piimek rovnobéz-
nych s primkou y = x, kazda z nich protinajici parabolu ve dvou bodech. Najdéte soucet
x-ovych soutradnic priseciki piimek a paraboly.

Reseni
Piimka rovnobézna s primkou y = z bude mit rovnici y = x + ¢. Abychom urcili
prusecik této primky s parabolou, fesime soustavu rovnic s parametrem ¢ € R

y=x+q,

y = a2

Porovnanim levych a pravych stran dostdvame rovnici s parametrem ¢:2? —z — q = 0.
Diskriminant této rovnice je D = 1 + 4q, feSenim jsou koreny

VI+4q 1 IT+4q
+— a Ty==- - —,

= 2 2 2

N | —

tedy x-ové soutradnice prusecikii pirimky a paraboly. Jejich soucet je x1 4+ x4 = 1. Protoze
tento soucet plati pro kazdou primku s rovnici y = x + ¢ a ptimek je podle zadani 2012,
soucet x-ovych soutadnic priseciki vSech piimek a paraboly je 2012.

Uloha 3 (troveti 3)
Predpokladané znalosti: soustavy rovnic, funkce, funkéni hodnota

Necht funkce f zobrazuje mnozinu kladnych realnych ¢isel do mnoziny redlnych cisel
a pro kazdé kladné realné ¢islo z plati

2f (x) +3f (2010) = bz.

T
Vypoctéte f(6).
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Reseni
Abychom vypo¢itali f (6), dosadime do rovnice 2f (z) + 3f (*22) = 5z za = = 6.

Dostaneme rovnici 5010

Druhou rovnici dostaneme, pokud za x dosadime &610 = 335:

2010

2f (335) + 3f (%) = 5. 335.

Mame soustavu dvou rovnic o dvou neznamych

27 (6) + 3f (335) = 30,
2f (335) + 3f (6) = 1675.

Soustavu Fesime napf. s¢itaci metodou, staci ur¢it neznamou f (6):

Af (6) + 6 (335) = 60,
9f (6) + 6 (335) = 5025.

Odectenim rovnic dostaneme reseni

7 (6) = 993.

Zdroj: archiv autora, zadani soutéze Matematicky klokan 2010
Obrazovy material: dilo autora upravil Pavel Calabek
Autor: Mgr. Ivana Machacikovd; machacikova@gymzl.cz
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Gradované ulohy

Tematicky okruh RVP G: Zavislosti a funkéni vztahy
Klicové pojmy: kvadratickd funkce

Uloha 1 (tiroven 1-2)
Predpokladané znalosti: iprava kvadratického trojélenu na druhou mocninu
dvojclenu, feseni kvadratické rovnice.

Sestrojte graf funkce f:y = —x? + 2x + 3. Na zdkladé znalosti grafu této funkce feste
nerovnici —z% + 2z + 3 < 0.

Reseni
Soutadnice vrcholu paraboly, kterd je grafem funkce f, uré¢ime doplnénim na druhou
mocninu dvojclenu

2?4+ 20 +3=— (2" -220+1)+3+1=—(z-1)*+4
Vrchol paraboly mé soutadnice V'[1;4]. Protoze u kvadratického ¢lenu je koeficient —1,

bude vrchol paraboly maximem této funkce (parabola bude ,,otocena* doli). V posunuté
soustavé soutadnic O'z'y (O’ = V') budeme sestrojovat graf funkce f":y' = —2'%.

4 -3 —2

Obr. 1: Graf funkce f
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Hledame, pro ktera x je graf funkce f ,pod osou® z. Pruseciky s osou x najdeme jako
koteny kvadratické rovnice —z? + 2z + 3 = 0.

L 2£/22-4-(-1)-3  —2+4 (-1
2= 2. (-1) -T2 T 3

Zaver. Resenim dané nerovnice je mnozina K = (—oo; —1) U (3; 00).

Uloha 2 (troveii 2)
Predpokladané znalosti: prace s absolutni hodnotou

Sestrojte graf funkce g:y = |2? — 22| — 3.

Reseni

7 predpisu funkce je evidentni, ze definicnim oborem jsou vSechna realna ¢isla. Dalsi
postup Feseni pokracuje odstranénim absolutni hodnoty. Vyraz z? —22 upravime na souéin
x(z — 2) a primo vidime, ze je zaporny pro = € (0;2). Pro z € (—o00;0) U (2; 00) je viraz
22 — 22 nezéporny. Dalsi postup se rozpadd na dvé ¢asti.

a) Resime pro = € (—00;0) U (2; 00). Pro tato # mé funkce g piedpis g:y = 2% — 22 — 3.
Déle postupujeme jako v tloze ¢islo 1. Stanovime vrchol paraboly, kterd je grafem
uvedené funkce

=20 -3=(2*-20+1)-3—-1= (v —1)% -4,

hledané soufadnice vrcholu jsou Vi[1; —4]. Sestrojime graf funkce y = 2? — 2z — 3
bez ohledu na podminku pro x. V tomto ptripadé mé funkce ve vrcholu V; minimum
a dilezité je také stanoveni funkénich hodnot pro krajni body intervali, které omezuji
proménnou x. Pro x = 0 je y = —3 a pro x = 2 je také y = —3. Nyni vyznacime tu
¢ast, kterd odpovidd podmince = € (—00;0) U (2;00).

b) Resime pro = € (0;2). Pro tato 2 mé funkce g predpis g: y = —22 4 22 — 3. Stanovime
vrchol paraboly, ktera je grafem uvedené funkce

—:E2—|—2:U—3:—(a:2—23:+1)—3—1—1:—(:17—1)2—1—2,

hledané soutfadnice vrcholu jsou V5 [1;2]. Opét sestrojime graf funkce y = —2% 42z —3
bez ohledu na podminku pro z. V tomto pripadé mé funkce ve vrcholu Vo maximum.
Ackoliv omezujici interval je otevieny, ur¢ime hodnoty pro krajni body, jako by byly
jeho soucésti. Musi byt stejné, nebof jsou to spole¢né body obou parabol, které jsou
grafy dil¢ich funkei. Je to pro nas také kontrola spravnosti vypocétu. Pro =z = 0 je
y = —3 aprox = 2 je také y = —3. Nyni vyznacime tu ¢éast, kterd odpovida
podmince z € (0;2).
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Obr. 2: Graf funkce g

Sjednocenim obou vytazenych ¢asti ziskavame hledany graf.
Pro tplnost stanovime obor hodnot, kterym je interval (3;00).

Uloha 3 (troveri 3)
Predpokladané znalosti: iprava kvadratického trojclenu na druhou mocninu
dvojclenu, eliminace parametru.

Sestrojte grafy funkci fi:y = 22 + 22 + 5, fo:y = 22 + 42 + 5. Urcete mnozinu vech
vrcholit parabol, které jsou grafy funkcei y = 22 + bx + 5, kde b je libovolné realné &islo.

ReSeni

Nalezeni grafti funkci f; a fo, respektive jejich vrcholi, predstavuji konkrétni pripady
parametrické ulohy. Cilem tlohy je ukéazat vliv parametru b na prubéh kvadratické funkce.

Konstrukce grafi funkci f; a fy je zakladni tikol. Postupujeme stejné jako v tloze 1.
Stanovime vrcholy obou funkei a vzhledem k tomu, zZe koeficient kvadratického ¢lenu je 1,
posuneme graf funkce y = 2?2 tak, aby jeji vrchol splynul s vypoétenou hodnotou vrcholi
pro funkce f; a fs.

fry=2*+20+5=(z+1)*+4,  Vi[-1;4]
foy=a*+4r+5=(z+2)* +1, Vi[—2;1]
Z obou grafi je evidentni, Ze koeficient u linearniho ¢lenu nema vliv na tvar paraboly,
ktera je grafem kvadratické funkce. Jeho vliv spociva v posuvu a to ve sméru osy x i y.

Dalsi ¢ast tlohy toto tvrzeni upfesni.
Provedeme tpravu predpisu na tvar, ze kterého lze urcit souradnice vrcholu.

2
y=a>+br+5= xz—i—ZéaU—i—ﬁ +5—§: x—i—é —1—5—2.
2 4 4 2 4
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—4-3-2-1 1 2 —5-4-3-2-1 1 2
Obr. 3: Graf funkce f; Obr. 4: Graf funkce fo

Obé souradnice vrcholu jsou zavislé na parametru b, tedy koeficientu u linearniho ¢lenu.
Konkrétné zy = _Tb, Yy =5 — %. Pro urceni mnoziny vrcholti staci eliminovat parametr
b a tim ziskame vztah mezi yy a xy, ktery je analytickym vyjadfenim hledané mnoziny.
Konkrétné yy = 5 — 23, coZ je predpis kvadratické funkce, jejimZ grafem je parabola
s vrcholem o souradnicich [0;5]. Na obrazku jsou obé funkce f1, fo a hledand mnozina
vsech vrcholt.

Zdvér. Hledana mnozina vsech vrcholt parabol y = 22 +bx +5 je parabola y = 5 — 2.

Zdroj: archiv autora
Obrazovy material: dilo autora upravil Pavel Calabek
Autor: PaedDr. Nadézda Kubesovd; kubesova@gop.pilsedu.cz
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Gradované ulohy

Tematicky okruh RVP G: Zavislosti a funkéni vztahy
Klicové pojmy: polynomické funkce, monotonie funkce, nulova mista, spojitost

Uloha 1 (tiroveri 1-2)
Predpokladané znalosti: déleni polynomi, nulové body, lokalni extrémy funkeci

3

Je dan polynom f(x):y = 2® — 2% — 5z — 3. Najdéte jeho nulové body a nacrtnéte

graf.

ReSeni

Polynom mtizeme rozlozit v sou¢in f(z):y = 2® — 2% — bz — 3 = (v — 3)(x + 1)2.

Nulové body jsou tedy xo = —1, 9 = 3, pricemz x; = —1 je ,dvojndsobnym®
nulovym bodem — pro graf funkce to znamend, ze kiivka pokracuje ve stejné poloroviné
(graf se ,odrazi“ od osy z).

Funkee je v rostouci v intervalu (—oo; —1), v bodé 1 = —1 ma nulovy bod a soucasné
lokéalni maximum, v intervalu (—1; g) klesa, v bodé g ma lokalni minimum, na intervalu
(g; 00) roste a dalsi nulovy bod je xo = 3.

Metodické poznamky
Chovani grafu v okoli ,dvojndsobného® nulového bodu — zde je vhodné pri-
pomenout grafické reseni kvadratické rovnice.

Uloha 2 (troveii 2)
Predpokladané znalosti: déleni polynomu, rozklad polynomii v soucin, bino-
micka véta

Reste v R rovnici 2% — 223 — 722 + 202 — 12 = 0.
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Reseni

Vyuzijme nasledujici véty:
Pokud ma polynomickd rovnice s celociselnymi koeficienty celociselny koren xo, pak tento
deéli absolutni clen.

Pokud ma dana rovnice celociselné koreny, mohou to byt dle predchozi véty pouze
¢isla: {1, £2, +3, 44, £6, +12}. Dosazenim zjistime, ze vyhovuji ¢isla 1, 2, —3.

Vyraz na levé strané rovnice tedy lze rozlozit na soucin kotenovych cinitelil

(z—1)(z—2%*2+3) = =2 jedvojnisobnym kofenem.

V oboru realnych ¢isel Teste nerovnici

(x+2)(x — 4)%(x + 5)°
(x —1)(x — 3)*(x — 6)7

> 0.

Reseni

()

Pokud je podil polynomi % v zadané nerovnici nezaporny, je také jejich soucin
g(x
f(z)g(x) nezdporny, tedy
(z+2)(z—4)*(x+5)°@x—1)(z—3)*"(x—6) >0, kde z € R\ {1,3,6}.
K urceni oboru pravdivosti nerovnice vyuzijeme grafu funkce
y = f(x)g(x). (1
30
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Vzhledem ke spojitosti polynomickych funkei postaci jeho pribéh v blizkosti osy x pomoci
nulovych bodu a bodi nespojitosti funkce g(x).

Pro z € (—o0; —5) nabyva funkce (1) kladnych hodnot a je klesajici, v bodé x = —5
ma nulové misto, v intervalu (—5; —2) nabyva zapornych hodnot a ma zde lokalni maxi-
mum. Cislo z = —2 je nulov§ym bodem, pro z € (—2;1) je funkce kladnd, v intervalech
(1;3) a (3;4) zaporna. Cislo = 4 je nulovym bodem, v intervalu (4; 6) je funkce zdporna
a v intervalu (6;00) kladna.

Oborem pravdivosti nerovnice je tedy sjednoceni intervali

P = (—o0;=5) U (—2;1) U {4} U (6; 00).

Metodické poznamky
Ulohu lze fesit jako klasickou nerovnici. Reeni uzitim vlastnosti polynomic-
kych funkei je elegantnéjsi a kratsi.

Dalsi ilohy

1. Reste rovnice v oboru realnych ¢isel:

a) Urcete kvadratickou funkci, vite-li, ze f(0) =7, f(—1) = 15 a f(8) = 159.

[y = 32% — 5x + 7]
b) Najdéte nulova mista funkce f(z):y = 23 — 22 — 52 — 3.

[P ={-1,3}, kde —1 je dvojnésobny]
¢) Rovnice 2% + cx + d = 0 m4 dva riizné realné koteny x1, r5. Uréete koeficienty c,
d, vite-li, ze 1 = 1.

(=3:2), (=5 =)

d) Reste v R rovnici: 2% + 322 + 52 +6 = 0

Zdroj: archiv autora,

Burjan, V., Hrdina, I.., Maxian, M. Prehlad matematiky, Bratislava: SPN, 1997.
Obrazovy material: dilo autora upravil Pavel Calabek

Autor: Mgr. Vladimir Vanék, Ph.D.; vladimir.vanek@upol.cz
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Gradované ulohy

Tematicky okruh RVP G: Zavislosti a funkéni vztahy
Klicové pojmy: slozena funkce, kvadraticka, kubicka funkce, funkce s absolutni hodno-
tou

Uloha 1 (troveri 1-2)
Predpokladané znalosti: linearni, slozena funkce, inverzni funkce
Jsou dany dvé funkce f:y = %u + 1 a g:u = 2x — 2. Napiste predpis slozené funkce
h:y = f (g (x)), nakreslete do jednoho obrazku grafy téchto funkei.

ResSeni

Zapis slozené funkce vytvorime tak, ze funkéni hodnotu funkce g dosadime jako ar-
gument do funkce f. ZapfSeme h:y = 1 (22 —2) + 1 = z.

Nakreslime grafy.

o yg:y:2a:—2

N
-
I
o

4 3 ) A 0

Zaver. Dané funkce jsou prosté a navzajem inverzni, slozena funkce je h:y = z.

32



Uloha 2 (troveii 2)
Predpokladané znalosti: linearni, slozena funkce, kubicka funkce, funkce s ab-
solutni hodnotou
Jsou dany dvé funkce f:y =|u|—1a giu= (v — 1)3. Napiste predpis slozené funkce
h:y=f (g (a:)), urcete jeji definicni obor a obor hodnot a nakreslete graf slozené funkce.

Reseni

Zapis slozené funkce vytvorime tak, ze funkéni hodnotu funkce g dosadime jako ar-
gument do funkce f. Zapiseme h:y = ‘(m — 1)3‘ — 1.

Graf.

h:y = ‘(IL‘—1>3‘ -1

-2

Zaver. Slozend funkce h:y = ‘(x - 1)3‘ — 1 ma zfejmé defini¢ni obor R a obor hodnot
(—1;00).

Metodické poznamky
V této tloze je vhodné upozornit na to, ze jiz funkce f i g jsou slozené.

Uloha 3 (troven 3)
Predpokladané znalosti: slozend funkce, definicni obor, odmocnina, derivace
slozené funkce

Jsou dény dvé funkce f:y = vu+1 a g:u = cosx. Urcete definiéni obory téchto
funkei. Napiste predpis slozené funkce h:y = f (g (x)), vypocitejte prvni derivaci slozené
funkce h.

ReSeni

Defini¢nim oborem funkce g: u = cosz je mnozina vsech redlnych ¢isel, obor hodnot
u = cos z je interval (—1; 1). Defini¢nim oborem funkce f:y = v/u + 1 je interval (—1; 00),
proto defini¢ni obor funkce slozené je mnozina vsech redlnych cisel.
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Zapis slozené funkce vytvorime tak, ze funkcni hodnotu funkce g dosadime jako ar-
gument do funkce f. ZapiSeme h:y = /cos (z) + 1.
Derivujeme podle pravidel pro derivaci slozenych funkei.

y = +/cos(x)+ 1,

_3 —sinx
4

! (—sinz) =

1
y = Z(l—kcosm)

44/ (1 + cosz)’

Zdroj: archiv autora
Obrazovy material: dilo autora upravil Pavel Calabek
Autor: RNDr. Lenka Machkovd; machkova@gjkt.cz
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Gradované ulohy

Tematicky okruh RVP G: Zavislosti a funkéni vztahy
Klicové pojmy: kvadraticka funkce, mocninné funkce, funkce druhéa a treti odmocnina

Uloha 1 (droveti 3)
Predpokladané znalosti: zakladni pojmy — funkce, graf funkce, defini¢ni obor
a obor hodnot funkce, inverzni funkce, funkce y = x, y = 22, y = /7, y = 23,
y=+w
Nakreslete graf funkce a) fi:y = 22 +2, b) fory = 2% — 1. Urcete jeji defini¢ni obor a
obor hodnot. Pokud k dané funkei existuje funkce inverzni, urcete jeji predpis, nakreslete
jejl graf v téze soustaveé souradnic, urcete jeji definiéni obor a obor hodnot.

ReSeni
a) Grafem funkce f1:y = 2% + 2 je parabola s vrcholem [0;2]. D (f1) = R, H(f1) =
= (2; +00).
Pokud uvazujeme pouze ¢ast definicnitho oboru funkce fi, v niz je funkce prosta,
tj. interval (0;+00), lze definovat inverzni funkei f;° L.y = Vo — 2. Graf funkce fi !

muzeme ziskat jako obraz grafu funkce f; v osové soumérnosti podle osy 1. a 3.
kvadrantu, tj. podle primky y = x.

D(fi") = (2;5400), H(fi") = (0;+00).

Obr. la

b) Grafem funkce fo:y = 2% — 1 je kubickd parabola prochézejici body [0; —1], [~1; —2],
[1;0]. D(f2) = H(f2) =R.
Funkce f5 je prosta v celém svém defini¢nim oboru, proto k ni existuje funkce
inverzni f; 'y = /x + 1. Graf funkce f, ' miizeme ziskat jako obraz grafu funkce fo
v osové soumernosti podle osy 1. a 3. kvadrantu, tj. podle primky y = x.

D) =H (") =R
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Obr. 1b

™

Nakreslete graf funkce a) gi:y = (z + 2)%, b) g2:y = (z — 1)%. Uréete jeji definicni
obor a obor hodnot. Pokud k dané funkci existuje funkce inverzni, urcete jeji predpis,
nakreslete jeji graf v téze soustavé souradnic, urcete jeji defini¢ni obor a obor hodnot.
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Reseni

a) Grafem funkce gi:y = (2 + 2)? je parabola s vrcholem [—2;0]. Pritse¢ik paraboly
s osou y je bod [0;4]. D (g1) =R, H(g1) = (0; +00).

Pokud uvazujeme pouze ¢ast definicniho oboru funkce g1, v niz je funkce prosta,
tj. interval (—2;400), lze definovat inverzni funkci g;':y = /2 — 2. Graf funkce
97 ! miizeme ziskat jako obraz grafu funkce g; v osové soumérnosti podle osy 1. a 3.
kvadrantu, tj. podle ptimky y = x. D (gl_l) = (0;4+00), H (91—1) = (0; +00).

N

y=x

Obr. 2a

b) Grafem funkce go:y = (x — 1)? je kubickd parabola prochdzejici body [1;0], [0; —1],
2;1]. D (g92) = H(g2) = R.

Funkce g9 je prosta v celém svém defini¢nim oboru, proto k ni existuje funkce

inverzni g, Ly = ¥z + 1. Graf funkce 9oy ! mtizeme ziskat jako obraz grafu funkce go

v osové soumeérnosti podle osy 1. a 3. kvadrantu, tj. podle ptimky y = z. D (gz_ 1) =

=H(g") =R
"N 1
6 1
I
I
4
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Uloha 3 (troveti 1)

Predpokladané znalosti: zakladni pojmy — funkce, graf funkce, defini¢ni obor

a obor hodnot funkce, inverzn{ funkce, funkce y = z, y = 2%, y = /7, y = 2%,

y=vr

Nakreslete graf funkce a) hy:y = (z 4+ 2)? — 1, b) ha:y = (v — 1)3 + 2. Urcete jeji
defini¢ni obor a obor hodnot. Pokud k dané funkci existuje funkce inverzni, urcete jeji
predpis, nakreslete jeji graf v téze soustavé souradnic, urcete jeji defini¢ni obor a obor
hodnot.

Reseni

a) Grafem funkce hy:y = (z+2)%—1 je parabola s vrcholem [—2; 1]. Jej{ priiseciky s osou
x jsou body [—3;0],[—1;0], s osou y bod [0;3]. D (h1) =R, H(hy) = (—1;+00).

Pokud uvazujeme pouze ¢ast defini¢niho oboru funkce hy, v niz je funkce prosta,

tj. interval (—2; +00), lze definovat inverzni funkci oy *:y = /o + 1 — 2. Graf funkce

h1_1 muzeme ziskat jako obraz grafu funkce hy v osové soumérnosti podle osy 1. a 3.
kvadrantu, tj. podle ptimky y = z. D (hl_l) = (—1;400), H (hl_l) = (—2;400).

Y _
y=x
hi

b) Grafem funkce hy:y = (x — 1)+ 2 je kubickd parabola prochazejici body [1;2], [0; 1],
12;3]. D (hg) = H(hy) =R.

Funkce hs je prosta v celém svém definicnim oboru, proto k ni existuje funkce

inverzni hy L.y = ¥z —2+1. Graf funkce hy ! mtizeme ziskat jako obraz grafu funkce
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Obr. 3b

hy v osové soumérnosti podle osy 1. a 3. kvadrantu, tj. podle pifmky y = z. D (hy ') =
=H (hy') =R.

Zdroj: archiv autora
Obrazovy material: dilo autora upravil Pavel Calabek
Autor: RNDr. Eva Pomykalova; eva.pomykalova@email.cz
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Gradované ulohy

Tematicky okruh RVP G: Zavislosti a funkéni vztahy
Klicové pojmy: graf funkce, derivace funkce a jeji geometricky vyznam, vypocet velikosti
uhla

Uloha 1 (tiroveri 1-2)
Predpokladané znalosti: grafické znazornéni funkce, ptimka dand smérnici a
bodem, derivace kvadratické funkce, geometricky vyznam derivace

Zobrazte kvadratickou funkci f:y = 2 — 0,522 , vypoctéte, pod jakymi thly proting
jeji graf osu x, najdéte rovnice tecen v téchto prusecicich a graficky je znazornéte.

Reseni (s pouzitim Geogebry)
Sestrojime graf a vypoctem najdeme souradnice priisecikl grafu funkce s osou x;

20522 =0= 2% =4,1,5 = +2;

jsou to body A[—2;0] a B[2;0].

g\ 11657

Derivace funkce f je ¢y = —ux.

a) Pro bod A plati f'(—2) = 2, je to smérnice tecny grafu v bodé A, takze tga = 2, a =
= 63,42495° = 63°26'6", kde « je smérovy tihel tecny; rovnice teény je y—0 = 2(x+2),
tedy y = 2x + 4.

b) Pro bod B plati f/(2) = —2, je to smérnice tecny grafu v bodé B, takze tg [ = —2,
B = 180° — 63,42495° = 116,57505° = 116°33'54”, kde § je smérovy thel tetny:
rovnice tecny je y — 0 = —2(x — 2), tedy y = —2x — 4.

Metodické poznamky
V pripadé, ktery nastava v bodé b), lze za tihel dvou kiivek vzit jejich ostry
tihel, v této tloze je to 63°26'6" .
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Uloha 2 (troven 2)
Predpokladané znalosti: grafické znazornéni funkce, derivace ,zlomku®, geo-
metricky vyznam derivace, primka dand smérnici a bodem

Je dana funkce f:y = ?ji:g. Graficky ji zndzornéte, vypoctéte pod jakym thlem jeji

graf protind souradnicové osy, zjistéte rovnice teCen v téchto prusecicich a graficky je
znazornéte.

Reseni (s pouzitim Geogebry)

Sestrojime graf a zjistime body, v nichz graf protina souradnicové osy.

2¢ — 5
Prusecik A s osou y je f(0) = 1; prisecik B s osou = je 0 = Gx 3 =1 = g =25
x —_—
Dostali jsme tak body A[0; 1], B[2,5;0]. Derivace funkce f je
,_ 260 -5) 6205 20
(6x —5)? (6x —5)?

V bodé A je f'(0) = % = 0,8, rovnice tecny je y — 1 = 0,8z, tedy y = 0,82 + 1. Smérovy
thel ¢ této tecny zjistime ze vztahu tgp = 0,8; ¢ = 38,65981° = 38°39'35”; 1ihel a tecny
v bodé A s osou y je 90° — ¢ = 51,34019° = 51°20/25".

V bodé B je f'(2,5) = % = 0,2, rovnice tecny je y = 0,2(x — 2,5). Smérovy thel
[ této tecny zjistime ze vztahu tg [ = 0,2; thel § tecny v bodé B s osou x je [ =
= 11,30993° = 11°18".

Metodické poznamky
Uhel dvou kiivek v jejich pruseciku je definovan jako odchylka jejich tecen
v pruseciku.

Uloha 3 (troveri 2-3)
Predpokladané znalosti: grafické znazornéni funkce, derivace goniometrickych
funkei, geometricky vyznam derivace, pfimka dand smérnici a bodem
Funkce y = sinz a y = cosx graficky znazornéte pro x v prvnim kvadrantu, zjistéte
uhel ¢, pod nimz se kiivky protinaji, najdéte rovnice tecen v jejich priseciku a graficky
je znazornéte.
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ResSeni (s pouzitim Geogebry)

Zobrazime grafy obou zadanych funkeci.

Nyni vypocteme soutadnice pruseciku; v ném plati sinxz = cosz. Dostali jsme goni-
ometrickou rovnici, v niz je jisté cosx # 0. Délime rovnici vyrazem cosz a dostaneme
goniometrickou rovnici tgz = 1, kterd ma v 1. kvadrantu jediné feseni 2o = 7. Hodnoty

obou zadanych funkci v tomto bodé jsou sin 7 = cos 7 = \/75, prusec¢ikem obou grafl je
tak bod M |7, %2,

Tecna ke grafu funkce sinus: Vypocteme derivaci (sinx)’ = cosz; hodnota derivace
v bodé xg = 7 , tedy smérnice teny v bodé M je ky = cos } = \/75 a rovnice tecény je

V2 V2
y—% =% (r-7%).

Tecna ke grafu funkce kosinus: Vypoc¢teme derivaci (cosz)’ = — sinz; hodnota deri-
vace v bodé xg = 7 , tedy smérnice tecny v bodé¢ M je ky = —sin j = —\/75 a rovnice
tecny je y — \/75 = —‘/75 (:E— %)

Obé teény muzeme nyni graficky znazornit. Pro odchylku dvou primek plati vzorec

k1 — ko
tgp =|———=|, pokud kik —1.
&Y T Tt kks | P ks 7
V nasem pripadé je ki1ky = —72 . \/Ti = —%, takze
v2 | V2
T2

Pak ¢ = 70,52878° = 70°31'44".

Metodické poznamky
Odchylku obou tecen lze vypocitat i bez uvedeného vzorce, napt. uzitim
vektort.

Uloha 4 (troveri 3)

Predpokladané znalosti: grafické znédzornéni funkce, derivace slozené funkce,
absolutni hodnota, geometricky vyznam derivace, primka dana smérnici a bodem
Jsou dény funkce f:y = V4 —2? |, g:y = |z — 0,2] + 0,2. Znézornéte je graficky,

zjistéte uhly pod nimiz se kiivky protinaji, a najdéte a graficky znazornéte tecny v jejich
prusecicich.
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Reseni (s pouzitim Geogebry)

Zobrazime grafy obou zadanych funkci.

Vidime, Ze grafem funkce f je horni polokruznice 22 + y? = 4, grafem funkce g je
lomena ¢ara, ramena pravého thlu s vrcholem V10, 2;0, 2].

Najdeme pruseciky A, B obou krivek.

a) Necht nejprve x < 0,2; pak funkce g mé rovnici y = —(x —0,2) + 0,2 = 0,4 — x. Toto
y dosadime do rovnice kruznice a dostdvame 22 + (0,4 —1)? = 4. Resime kvadratickou
rovnici

222 — 0,80 — 3,84 = 22 — 0,42 — 1,92 = 0;

dostaneme

D =0,16+7,68 =7,84,VD = /7,84 =238,

odtud z1 = 1,6 a 9 = —1,2.

Dané podmince vyhovuje jen zaporny koren xo = —1,2; y = 0,4—x9 = 1,6; dostali
jsme prusecik krivek A[—1,2;1,6]. Rovnici teny kruznice v bodé A sestavime uzitim
vzorce xxg + yyo = 12, —1,20 + 1,6y = 4, takze rovnice teény je y = 0,75z + 2.,5.
Smérnice tecny je ky = 0,75, smérnice levé polopiimky grafu funkce g je ky = —1;
uhel o obou krivek vypocitame ze vzorce

ki — ko
tga = bot kike = —0,75.
Mame
0,75+1
tga = ‘ﬁ‘ =7, takie «a = 81,86990° = 81°52'12".

b) Necht nyni x > 0,2; pak funkce g mé rovnici y = z. Dosadime do rovnice kruznice
a mame z? + 2% = 4,= 115 = ++/2; dané podmince vyhovuje jen kladny kofen
11 =+/2,y = x = /2, dostali jsme priisecik kiivek B[v/2, v/2]. Rovnici te¢ny kruznice
v bodé B sestavime uzitim vzorce: v/2z + /2y = 4, takZe rovnice tecny je y = —
— 4 2¢/2. Smérnice tecny je ki = —1, smérnice pravé polopiimky grafu funkce g je
ko = 1, takze k1ko = —1, tihel kiivek v prusec¢iku B je 8 = 90°.
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Zdroj: archiv autora
Obrazovy material: dilo autora upravil Pavel Calabek
Autor: doc. RNDr. Stanislav Travnicek, CSc.; stanislav.travnicek@volny.cz
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Gradované ulohy

Tematicky okruh RVP G: Zavislosti a funkéni vztahy
Klicové pojmy: exponencialni funkce

Uloha 1 (troveii 1)
Predpokladané znalosti: znalost grafu funkce f:y = 27
Na zakladé znalosti grafu funkce f:y = 27 sestrojte graf funkce g:y = —2% h:y =277,
pry = —277.

ResSeni

Abychom ziskali uré¢itou predstavu, sestavime si pro zac¢atek tabulku s nékolika funkc-
nimi hodnotami:

r|—2|—-1| 0 1 21 3
T 1 1
2 % ? 1 21 4] 8
—or | L1 1| 2] —4| -8
27| 4| 2| 1] 1| 1] &
—277 | —4| =2|-1|—-3|-1|-1
Z vlastnosti exponencialni funkce je patrné, ze funkéni hodnoty funkce g:y = —2% jsou

¢isla opacnd k funkénim hodnotam funkce f:y = 2%, funkéni hodnoty funkce h:y =
= 277 jsou Cisla prevracena k funkénim hodnotam funkce f:y = 2%. Oboji vyuzijeme
pri sestrojovani grafu. Graf funkce g:y = —27% ziskdme v osové soumérnosti s osou =,
graf funkce h:y = 27" ziskdme v osové soumeérnosti s osou y. Na zakladé této zkusenosti
vyvodime, ze graf funkce p: y = —27% ziskdme zobrazenim grafu funkce h: y = 27% v osové
soumeérnosti s osou x.

h(x) =277

Obr. 1: Uloha 1
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Uloha 2 (tiroveii 1-2)
Predpokladané znalosti: znalost grafu funkce f:y = 27

Na zakladé znalosti grafu funkce f:y = 2% sestrojte graf funkce g:y = 272, h:y =
= 27~1 Provedte zavér pro graf funkce d:y = 2%+9,

ReSeni

Pro funkci g:y = 2**2 je exponent roven nule pro x = —2, graf funkce f:y = 2z se
tedy posune o dvé jednotky doleva. To znamena, Ze osa y se posune do ¢isla —2 na ose .
Pro funkei h:y = 2*~! je exponent roven nule pro x = 1, takZe osa y se posune do ¢isla
1 na ose .

Zdvér. Pro funkci d:y = 2*T® je exponent roven nule pro x = —a, takZe osa y se
posune do ¢isla —a na ose x. V této nové soustaveé souradnic O'zy’ sestrojime graf funkce
yl — 233'

-

Obr. 2: Uloha 2

Uloha 3 (tiroveti 2)
Predpokladané znalosti: znalost grafu funkce f:y = a®

Sestrojte graf funkce g:y = 2%%, h:y = 2. Provedte zavér pro graf funkce d: y = 2°°.

ReSeni
Vyraz 2%* mtizeme napsat jako (22)% = 4%, Sestrojime tedy graf funkce g:y = 4%.
z x
Vyraz 22 lze napsat jako (2%> = (\/i)x Sestrojime tedy graf funkce h:y = (\/ﬁ)m

Zdver. Kazdy vyraz tvaru 2°% lze napsat jako (2%)", proto mizeme sestrojit i graf
funkce d:y = (2%)".
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flx)=2" ]
g(x) = 2%
h(z) = 2%

Obr. 3: Uloha 3

Uloha 4 (troveii 3)
Predpokladané znalosti: znalost grafu funkce f:y = a”

Sestrojte graf funkce g:y = 22*T!. Provedte zéveér pro graf funkce i:y = 2%+,

ReSeni
Funkéni predpis funkce ¢ upravime y = 222+! = 92(#+3) Na zakladé znalost{ z tloh
2 a 3 vidime, Ze osa y se posune do ¢isla —% na ose x. V této nové soustaveé souradnic
O’y sestrojime graf funkce ¢':y = 4*.

Stejnym zptisobem upravime i graf funkce d:y = 29+t = 29(++2) | Osa Y se posune
do ¢isla —2 na ose . V této nové soustave souradnic O'zy’ sestrojime graf funkce d':y =

— (29)°.

Obr. 4: Uloha 4
47



Zdroj: archiv autora
Obrazovy material: dilo autora upravil Pavel Calabek
Autor: PaedDr. Nadézda Kubesové; kubesova@gop.pilsedu.cz
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Gradované ulohy

Tematicky okruh RVP G: Zavislosti a funkéni vztahy
Klicové pojmy: exponencialni funkce

Uloha 1 (droveti 1)
Predpokladané znalosti: znalost grafu funkce f:y = 2*

Na zakladé znalosti grafu funkce f:y = 2% sestrojte graf funkce g: y = 2*41. Provedte
zaveér pro graf funkce d:y = 2* + a.

ResSeni
Ze zadani je patrné, ze kazdou funkéni hodnotu funkce f musime zvétsit o 1. Cely

graf funkce f se tedy posune o 1 jednotku ve sméru kladné poloosy y. Miizeme také Tici,
7e osa x se posune do &sla 1 na ose y a v soustavé 0’2’y sestrojime graf funkce y = 2%

Zaver. Kazdou funkéni hodnotu funkce d ziskame tak, ze funkéni hodnotu funkce f
zvétsime o a. Graf funkce f se tedy posune o hodnotu a ve sméru osy y.

o
1

h(z) = 2% +2

g(x) =241

d(r) = 2¢ — 3

-3

Obr. 1: Uloha 1
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Obr. 2: Uloha 2

Uloha 2 (tiroveti 2)
Predpoklddané znalosti: znalost grafu funkce f:y = 2%, h:y = 2*1¢

Sestrojte graf funkce g: y = 2 - 2”. Provedte zaveér pro graf funkce d:y = a - 2%.

Reseni
Piedpis funkce f miizeme upravit, 2-2% = 2771 a sestrojujeme graf funkce y = 22+1,
Pritom se kazda funkéni hodnota funkce f se zvétsi dvakrat.

Zdvér. Predpis funkce d mtizeme upravit, a - 27 = 29710829 (g = 219%29) 3 sestrojime
graf funkce d:y = 22+1°¢2¢_ Kazd4 takova funkce protind osu y v bodé [0; a.

Uloha 3 (tiroveti 3)
Predpoklddané znalosti: znalost grafu funkce f:y = 2%+!

Sestrojte graf funkce ¢:y = 2/#+1I,

Reseni

Tento typ tlohy je tfeba Tesit pomoci nulovych bodl. Vyraz x + 1 nabyva hodnoty 0
pro z = —1. Vintervalu (—oo; —1) nabyva zapornych hodnot a [z 41| = —z—1. V tomto
intervalu budeme sestrojovat graf funkce y = 277! = L. V intervalu (—1; 00) nabyvé
vyraz x + 1 hodnot kladnych a |x + 1| = = 4+ 1. V tomto intervalu budeme sestrojovat
graf funkce y = 2%+, Vysledny graf bude sjednocenim grafii dvou funkei ve dvou riiznych
intervalech.

Uloha 4 (troveri 3)
Predpokladané znalosti: znalost grafu funkce f:y =a® + b

V mnoziné redlnych c¢isel feste nerovnici 2%2 > 4.
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Obr. 3: Uloha 3

Reseni

Nerovnost 55 > 4 je ekvivalentni s nerovnosti 2°72 < 272, Protoze funkce y = 27 je
rostouci, plati x — 2 < =2, tedy x < 0. VSechny pouzité upravy byly ekvivalentni, proto
zkouska neni nutnd. Mnozina kofent K = (—o0;0).

Vypocet podporime grafickym feSenim. Do jedné kartézské soustavy soutradnic se-
strojime graf funkce f:y = 2%2 a g:y = 4. ReSenim jsou ta x, pro kterd je graf funkce f
ynad“ grafem funkce g.

5-
g(x) =4
3-
2
1-
0
4 3 ) 4 0 1 2 3 4

Obr. 4: Uloha 4
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Zdroj: archiv autora
Obrazovy material: dilo autora upravil Pavel Calabek
Autor: PaedDr. Nadézda Kubesovd; kubesova@gop.pilsedu.cz
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Gradované ulohy

Tematicky okruh RVP G: Zavislosti a funkéni vztahy
Klicové pojmy: funkce, graf funkce, vlastnosti funkce, inverzni funkce

Uloha 1 (troveti 1)
Predpokladané znalosti: exponencialni a logaritmicka funkce, posunuti, in-
verzni funkce

Urcete definiéni obor a sestrojte grafy funkeci:
a) fry=3""2—1,
b) g:y = logg(z — 2) — 1.

Rozhodnéte, zda jsou oba grafy navzajem soumérné v néjaké soumérnosti; pokud ano,
urcete ji.

ReSeni

Sestrojime nejprve grafy exponencialni a logaritmické funkce o zédkladu 3:
a) fl: y= 31’7
b) g1y = logs (7).

Vime, zZe se jedna o navzajem inverzni funkce. Grafy jsou tedy soumérné podle osy
y = x (viz obr. 1).

5 4 -3 2 1,]o/7 2 3 4 5 6 7 B 9 10 11 12 13 14 15
71
s
s
s 27
s
Y -3
s
/ -4

Obr. 1: Grafy inverznich funkei
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Graf funkce y = f(z) + k je graf funkce y = f(x) posunuty o k jednotek v kladném
sméru osy y, tedy graf funkce y = f(z) posunuty o vektor (0; k).

Graf funkce y = f(z + m) je graf funkce y = f(z) posunuty o m jednotek proti
kladnému sméru osy z, tedy graf funkce y = f(x) posunuty o vektor (—m;0).

Proto vysledné grafy ziskdme posunutim grafu funkei fi(z), g1(x) o vektor (2;—1).
Grafy budou navzajem soumérné podle prfimky y = = posunuté o tyz vektor, tedy podle
primky y = (z — 2) — 1, tedy y = x — 3 (viz obr. 2).

5 -4 3 -2 -

Obr. 2: Grafy danych funkci

Defini¢ni obor exponencidlni funkce f(z) je R, defini¢ni obor logaritmické funkce g(x)
je interval (0;4+00) posunuty o +2 ve sméru osy z, tedy otevieny interval (2;400).

Metodické poznamky
Uloha procvicuje grafy exponencialni a logaritmické funkce a posunuti grafu.
Nevyzaduje (na rozdil od Ulohy 2 dédle) Zadné tpravy vyrazu.

Uloha 2 (troven 2)
Predpokladané znalosti: exponencialni a logaritmicka funkce, posunuti, in-
verzni funkce, pravidla pro tpravy logaritmi a pocitani s mocninami

Urcete defini¢éni obor a sestrojte grafy funkeci:
a) f:9(y —2) =37,
b) g:y = logg(9z — 27).
Rozhodnéte, zda jsou oba grafy navzajem soumérné v né¢jaké soumérnosti; pokud ano,
urcete ji.
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Reseni
Predpisy funkeci nejprve upravime pomoci pravidel pro tpravy vyrazi s logaritmy
a mocninami:

a) Iy —2)=3"" b) ¢ y = logs(9z — 27),
3y —2)=3"" = logs(9(z — 3)),
(y—2)=3" y = logg 9 + logs(z — 3)),

y:3‘”3—|—2 y = logs(x — 3) + 2.

Podobné jako v tloze 1 sestrojime nejprve grafy exponencialni a logaritmické funkce
o zékladu 3

a) flzy = 327,
b) g1:y = logs(x),

a ty pak posuneme o vektor (3;2).

T T T T % T T T T T T T T T T T T T T
-5 -4 -3 -2 -1 07 1 2 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
’

Obr. 3: Grafy soumérnych ale nikoliv inverznich funkci

Protoze zékladni funkce f1(z), ¢g1(z) jsou navzdjem inverzni, jsou jejich grafy sou-
mérné sdruzené podle osy y = x. Tedy grafy funkei f(z), g(z) jsou soumérné sdruzené
podle osy y = x posunuté o tyz vektor (3;2), tj. podle pfimky y = = — 1 (viz obr. 3).

Defini¢ni obor exponencidlni funkce f(x) je R, defini¢ni obor logaritmické funkce g(x)
je otevieny interval (3; +00).
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Uloha 3 (tiroveti 3)
Predpokladané znalosti: exponencialni a logaritmicka funkce, posunuti, pravi-
dla pro upravy logaritmii a exponencialni funkce, suda funkce, absolutni hodnota

Urcete defini¢ni obor a sestrojte grafy funkci:

a) fry = 37le=3H2,
b) g:y = logs [|z| — 2|.

Reseni

a) Vyjdeme opét ze znamého grafu exponencidlni funkce. Muzeme se rozhodnout, ze
(kvuli zapornému znaménku v exponentu, neni to nutné) zékladni funkei bude funkce

Sy = (%) :

Upravime predpis funkce

tedy graf sudé funkce

y = (5) posunuty o vektor (0;3).

Graf  roztdhneme*“ ve sméru osy y 9krat, protoze

Fla) = (%) S (%)'m_g' 2

Reseni ukazuje obrazek 4.

Druha moznost je rozdélit predpis podle nulové hodnoty vyrazu pod absolutni
hodnotou a sestrojit dvé vétve:

-5
(3
1)*$+1 _ ga-1

« a pro viechna z z intervalu (—oo; 3) graf funkee f(z) = (3

« pro vSechna x z intervalu (3; +00) graf funkce f(x)

b) Vyjdeme opét ze zndmého grafu logaritmické funkce. Vidime, Ze funkce g je suda.
Muzeme tedy sestrojit jeji graf pouze pro nezapornd x a poté k vyslednému grafu
funkce g1 sestrojit graf osové soumérny podle osy y.

913y:10g3|$_2|> x> 0.

V argumentu funkce g; vSak stale ziistava jedna absolutni hodnota. Mizeme ale se-
strojit graf funkce y = logs || a ten posunout o vektor (2;0). Tuto upravu provedeme
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Obr. 4

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

2|

S\N/= M w & a0 o N »

T T T T T T T
9 10 11 12 13 14 15

Y

g(x) prox >0

Obr. 5

o N\2/s 4 5 6 7 8 8 10 i1
|
|

pro vSechna redlnd z, na pozadovany interval (0; +00) omezime az vysledny, posunuty

graf. Reseni ukazuje obréazek 5.

Defini¢ni obor exponencialni funkce f(z) je R,

je mnozina R\ {£2}.

Zdroj: archiv autora, autor
Obrazovy material: dilo autora upravil Pavel Calabek
Autor: RNDr. Sirka Gergelitsovd, Ph.D.; sarka@gbn. cz
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Gradované ulohy

Tematicky okruh RVP G: Zavislosti a funkéni vztahy
Klicové pojmy: exponencialni rovnice, kvadratické rovnice, goniometrické rovnice, sub-
stituce

Uloha 1 (troven 1)
Predpokladané znalosti: exponencialni rovnice, pravidla pro pocitani s moc-
ninami, kvadratické rovnice

, /, N v v .. 2_ 2_
V oboru realnych ¢isel feste rovnici % - 3227 10z414 — 3. 3w —5eHS g

Reseni
Danou rovnici zapiseme ve tvaru

3—2 . 32:172—10:L‘+14 — 10 . 3 . 3902—590—0-5 o 9

Uzitim véty o nasobeni mocnin se stejnym zakladem dostaneme

2_ 2_
32.1: 10z+12 _ 10- 3% S5x+6 9

4.
(3°540)" — 1037540 19—,

Zavedenim substituce 37° =516 — ¢ obdrzime kvadratickou rovnici t2—10t+9 = 0 s koteny

t1 =9, to = 1. Pro neznamou x tedy plati rovnice

2_ 2_
3% 5x+6 —9 nebo 3% 5x+6 -1

Y

.
3.’B2—5:IZ+6 — 32 nebo 3%2—5LB+6 — 30'

Odtud dospéjeme ke kvadratickym rovnicim
2> —5x+6=2 nebo 2> —52+6=0

s koteny x1 =4, x9 =1, x3 =3, 14 = 2.

Zdvér. Mnozina vsech feSeni dané rovnice je {1,2,3,4}.
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Uloha 2 (troven 2-3)
Predpokladané znalosti: exponencialni rovnice, pravidla pro pocitani s moc-
ninami s racionalnim exponentem, kvadratické rovnice

V oboru realnych ¢isel reste rovnici ( 2 — \/§) + ( 2+ \/§) = 4.

Reseni
Vyraz v/2 + v/3 na levé strané rovnice vhodné rozsifime a rovnici postupné upravime

( 2_\/§)m+<\/2+\/§.\/2—\/§>x:47

23 )
( 2—\/§> ;F(%ﬁ) =4,
( 2—@) +ﬁ_4

x 1
Zavedenim substituce ( 2 — \/§> = 2 dostaneme z + - = 4. Tedy 22 — 4z +1 = 0.
z

Resenim této kvadratické rovnice ziskdme dva kofeny 219 = 2+ V3. Dostévame tedy dvé
rovnice

( 2—\/§>x=2—\/§,

(W)w

které jdou dalsi ipravou zjednodusit. Z prvni rovnice postupné dostavame
(\/ \/§) -2
-9

(2-v3)

NIE

=1,

8 NIR

=2.

Druhou rovnici postupné upravujeme

(Ve-v3) —24a

V3) (2-V3
(2_\/§> :(2+ 233(53 3)’

) -y
=)

B
(NI
—_

N
(SIE]
[\
|
=
N——
L

8 N8



Zaveér. Mnozina vsech Teseni dané rovnice je {—2,2} .

Uloha 3 (uroven 3)
Predpokladané znalosti: exponencialni rovnice, pravidla pro pocitani s moc-
ninami, kvadratické rovnice, goniometrické rovnice

V oboru realnych ¢isel reste rovnici g1sn* — 30 — 9. 32cos 2 pro z € (0, 27).

Reseni
Danou rovnici postupné upravime
02
34s1n T _ 30— 32+2 cos 2m,
02
34sm T _ 30— 32(1+c052m)’

34sin2m + 32(1—1—00523:) —30=0.
Vzhledem k tomu, ze plati

2(1+4cos2z) =2 (14 cos’z —sin’z) =2 (1+1—sin’z —sin®z) =
:2(2—28in2x) =4 — 4sin? 2,

dostaneme
34sin2w + 34—4sin2 xr 30 — O,
tj.
4
34SIn2x + Sies —30=0.
Zavedeme substituci
34 sin? x = 5

a po uprave ziskame kvadratickou rovnici
2> —30z+81=0

s koreny
21 = 27, 29 = 3.

Pro ptivodni nezndmou x méame tedy dvé exponencidlni rovnice
34sin2m _ 27, (1)
34sin2a: — 3 (2)
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Z rovnice (1) postupné dostéavame

34Sin2w =97
34sin2x — 33
4sin®x = 3,
3
sin? x = g
sin z] V3
inz| = —.
2
27 4m 5
Odtud z € {%, R
Z rovnice (2) postupné obdrzime
34Sin2w =3
34sin2rc — 31
4sin?z = 1,
1
sin’x = g
) 1
|sin x| = 3"

Odtud z € {%,%ﬁ, %’, HT”

g > M NP PN 4 : : T ©® 2 5w Tm 4w 5m 1llw
Zaver. Mnozina vSech feSeni dané rovnice je 6'3' 36623237 6

Zdroj: archiv autora
Obrazovy material:
Autor: Mgr. Sedlacek Lubomir, Ph.D.; 1sedlacekf@fai.utb.cz
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Gradované ulohy

Tematicky okruh RVP G: Zavislosti a funkéni vztahy
Klicové pojmy: defini¢ni obor funkce, druha odmocnina, nerovnice, funkce

Uloha 1 (diroveti 1)
Predpokladané znalosti: logaritmus, vlastnosti goniometrickych funkei, reseni
goniometrickych nerovnic

Urcete definiéni obor funkce y = In(1 — 2 cos x).

Reseni

Argument prirozeného logaritmu musi byt kladna hodnota, plati tedy 1 —2cosz > 0.
Po tpravé resime nerovnici cos x < % Funkee je v intervalu (0; ) klesajici, z toho vyplyva
T 42k < x. Zaroven plati cos(2m — x) = cos(z) a tedy z < (27 — %) + 2kmw = 2L + 2k
Sloucenim obou nerovnosti dostavame 5 + 2km < x < 5?” + 2k, kde k je celé ¢islo

Zaver. Definiéni obor funkce y = In(1 — 2 cos ) je sjednoceni intervali

LJ(%+2MU%E+QMO.

keZ

Metodické poznamky
Na prikladu si zaci zopakuji znalosti o logaritmickych i goniometrickych funkei
a Teseni nerovnic.

Uloha 2 (troveii 2)
Predpokladané znalosti: druhé odmocnina, vlastnosti goniometrickych funket,
reseni goniometrickych nerovnic

Urcete defini¢ni obory funkci y = v/sinzcosx a y = v/sinxy/cos x. Vysledky porov-
nejte.

Reseni

1.y = vsinzcosz. Odmocnénec je nezaporné c¢islo a zaroven plati sinzcosz < 1.
Dostavame vztah
0 <sinz-cosx < 1. (1)

Nerovnost (1) plati, kdyz sinx i cosx jsou a) kladné hodnoty, nebo hodnota jednoho
se rovna 0. Toto odpovidé nerovnici 0+2km < 2 < £ 4-2km, b) zaporné hodnoty, nebo
hodnota jednoho je rovna 0, tomu odpovida sjednoceni intervalti <7T + 2k, 3777 + 2k7r>,
kde k je celé cislo.
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2.y = v/sinzy/cosz. Oba odmocnénci musi byt nezaporna c¢isla sinxz > 0 cosz > 0,
mohou tedy nabyvat hodnot 0 < sinz <1, 0 <cosx < 1.

Zdver. Definiéni funkce y = v/sin x4/cos x je sjednoceni intervalt

U <2k7r; g + 2k7r> ,

keZ

zatimco defini¢ni obor prvni funkce je sjednoceni intervali

U <k7r;g+k7r>‘

kEZ

Uloha 3 (troveii 3)
Predpokladané znalosti: druhéa odmocnina, goniometrické nerovnice

Urcete defini¢ni obor funkce .

v= \/sin2:c.

ResSenti
Odmocnénec je nezdporné &slo a zaroven se jmenovatel nesmi rovnat 0. Resime tedy
nerovnici sin 2z > 0. Pro prehlednéjsi Teseni zavedeme substituci 2z = z. Dostaneme
sin z > 0, tedy
z € U (2km;m + 2km) .
kEZ
Vratime se k substituci a vyTesime jednoduchou soustavu dvou nerovnic

2km < 2x < 7w+ 2km.

Zaver. Po uprave dostavame sjednoceni intervala

U (k:7r; g -Hm) .

keZ

Zdroj: archiv autora
Obrazovy material:
Autor: RNDr. Lenka Machkovd; machkova@gjkt.cz
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Gradované ulohy

Tematicky okruh RVP G: Zavislosti a funkéni vztahy
Klicové pojmy: dekadicky logaritmus, logaritmické rovnice

Uloha 1 (troven 1-2)
Predpokladané znalosti: definice a vlastnosti logaritmu, defini¢ni obor, line-
arni rovnice

Reste rovnici log(x + 2) +log2 = 1 + log(1 — z).

Reseni

Logaritmicka funkce je definovana pro kladny argument, takze musi platit (z 4+ 2 >
> 0)A(1—z > 0), tj. (x > —2)A(x < 1). Rovnice je tak definovana na intervalu (—2; 1). Na
levé strané rovnice pouzijeme vlastnost, ze soucet logaritmi je roven logaritmu soucinu, na
pravé strané navic jesté vlastnost, ze 1 = log 10. Tak dostdvame log(2z + 4) = log(10 —
— 10x). Z rovnosti logaritmu plyne rovnost argumentt, tj. 2x + 4 = 10 — 10z, z toho
122 =6, x = 3.

)

Zdver. Plati % € (—2;1). Jezto vSechny upravy byly ekvivalentni, je mnozinou vsSech
FeSenf mnozina M = {3}.

Metodické poznamky
Je mozno doporucit, aby si zaci provedli i zkousku zptsobem L =, P =.

Uloha 2 (troveii 2)
Predpokladané znalosti: definice a vlastnosti logaritmu, defini¢ni obor, nulova
hodnota logaritmické funkce, kvadraticka rovnice

Reste rovnici

log(8 — x)

080T _ g
log(z — 2)

Reseni

Nejprve stanovime defini¢ni obor; mame tu jednak logaritmy a jednak zlomek. Argu-
menty logaritmt museji byt kladné, takze (8 —z > 0) A (z —2 > 0) tj. (x < 8) A (z > 2),
coz dava interval (2;8). Déle musi byt log(x — 2) # 0, tedy = — 2 # 1, x # 3. Defini¢nim
oborem dané rovnice je mnozina (2;3) U (3;8). Na této mnoziné muzeme rovnici nasobit
jmenovatelem zlomku na levé strané rovnice, log(8 — z) = 2log(x — 2); nyni vyuzijeme
pravidlo o logaritmu mocniny log(8 — ) = log(z —2)2. Z rovnosti logaritmi plyne rovnost
jejich argumentt. 8 —x = (z —2)2. Provedeme umocnéni a kvadratickou rovnici upravime
na standardni tvar 22 — 3z — 4 = 0. Resime

345
D=9+16=25, D=5, xLQ:T:{_f
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Jezto 4 € (2;3)U(3;8), je ¢islo 4 feSenim dané logaritmické rovnice, ale —1 ¢ (2;3)U(3;8),
¢islo —1 fesenim neni.

Zaver. Jezto vsechny tupravy byly ekvivalentni, je mnozinou vsech feseni mnozina

M = {4}.

Metodické poznamky
Pripadna zkouska je zde velmi jednoducha

Uloha 3 (troveii 3)
Predpokladané znalosti: definice a vlastnosti logaritmu, defini¢ni obor, nulova
hodnota logaritmické funkce, kvadraticka rovnice s iracionalnimi koteny

Stanovte defini¢ni obor funkce

1
y | 2z — 1
o)
gx—|—2
a reste rovnici )
1 w1 %
o)
g:v+2

ResSeni

3 > 0. Jsou dveé
moznosti (22 — 1 > 0) A (z +2 > 0) = (z > 3)A(z > —=2) = z > 1 nebo
20 —1<0)A(z+2<0) = (z < 3) A< =2) =z < =2 coz spoletné davé
mnozinu (—oo; —2)U (%, +00); (tim je vyloucena i 0 ve jmenovateli argumentu logaritmu;

druhy krok — ve jmenovateli zlomku nesmi byt 0, takze
20 — 1
x 41
T+ 2
Plati tedy 2z —1 # x+2 = z # 3. Definiénim oborem dané funkce je mnozina (—oo; —2)U
U (3;3) U (3;4+00). Na této mnoziné fesime rovnici

1 JE—
) 20 —1
o)
gx+2

Prvni krok — argument logaritmu musi byt kladny, tedy

2.

Vynasobime ji vyrazem ve jmenovateli (je # 0) a dostaneme
2z — 1
r42

1=2log

Rovnici upravime na rovnost dvou logaritmi

2z — 1)
10g10:10g(x >

T+ 2
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a z toho 9
2z — 1
10=%:10@%4%4):4#—4%1;
T

upravime na kvadratickou rovnici ve standardnim tvaru 6z2 + 44z + 39 = 0. Resime ji

D =44% — 4.6 -39 = 1000, VD =10V10 = 31,6,
—44+10y/10  —2245V10

P12 = 12 6
71 = —1,03, 75 = —6,3. Plati
~22 4 510 1
2D L 03 ¢ (o2 U (543) U 340,
~22 510 1
T‘/_ = 63 € (—00i ~2) U (5:3) U (3; +o00).

Zdver. Jezto vSsechny upravy byly ekvivalentni, je mnozinou vsech feseni zadané lo-

—22 — 51
garitmické rovnice mnozina M = {#}
—12,6 — 1 —13,6 13,6
Pozndmka. log ———— =log —— =log — =
ozndamka. log 6.312 og 13 og 13 0,50007

Zdroj: archiv autora
Obrazovy material:
Autor: doc. RNDr. Stanislav Travnicek, CSc.; stanislav.travnicek@volny.cz
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Gradované ulohy

Tematicky okruh RVP G: Zavislosti a funkéni vztahy
Klicové pojmy: logaritmické rovnice, kvadratické rovnice

V oboru redlnych ¢isel feste rovnici  log (z — 1) 4+ logx = 2 — log 5.

Reseni
Podminky ftesitelnosti: > 0. Uzitim vét pro pocitani s logaritmy vyjadiime danou
rovnici ve tvaru

100
log [(z — 1) z] = log -
Po odlogaritmovani obou stran a dalsimi ipravami postupné dostavame
100
)= 2
(= 1e =2,
22—z =20,

22 —x—20=0.

Tato kvadraticka rovnice ma koreny z1 = 5, xo = —4, z nichz vSak pouze prvni vyhovuje
podmince z > 0, druhy tedy neni kofenem dané rovnice.

Zaveér. Rovnice ma jediné Teseni x = 5.

V oboru realnych &sel feste rovnici  logg 19837 4 log, w% =0.
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Reseni
Podminky ftesitelnosti: = > 0. Uzitim vét pro pocitani s logaritmy danou rovnici
postupné upravime

9
logs @ - logs « + logs el 0,

log%x + logz 9 — logs 2 =0,
logs « + 2logs 3 — 3logg = 0,
log%m—3log3x—|—2=0.

Zavedenim substituce log; = 2z dostaneme 22 —3z+2 = 0. ReSenim této kvadratické
rovnice ziskame dva koreny z; = 1, zo = 2. Odtud

a) loggry = 1= 11 =3,
b) loggze =2 =29 =9.

Oba koteny jsou kladné, tedy vyhovuji dané rovnici.

Zdveér. Viechna Teseni dané rovnice jsou z € {3,9}.

Uloha 3 (troveii 3)
Predpokladané znalosti: logaritmické rovnice, pravidla pro pocitani s loga-
ritmy, kvadratické rovnice, uziti substituce

7

V oboru redlnych &sel feste rovnici  log, z + log, 7 = log? x + log2 7 — i

Reseni
Podminky fesitelnosti: (x > 0) A (x # 1) . Polozime-li

log, x +log, 7 = z, (1)

pak dostaneme

logg x + 2log; xlog, 7+ logi 7 =22

Pouzijeme néasledujici vétu.
Necht a,b jsou redlnd cisla, 0 < a # 1,0 < b # 1. Pak plati

1
1 = . 2
0gp a log, b (2)
Podle této véty tedy plati, ze
log, 7 = .
log, =
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Aplikujeme-li (2) na danou rovnici dostaneme

+ logi 7= 22,

1
log? z + 2log- x -
g7 + g7 10g7 T
odtud
log2 2 4 log2 7 = 2% — 2.
Ptivodni rovnice pak ziska tvar

7

2
—2_9__
z=z T

tedy

42 — 42 —15=0.
Odtud z; = —%,zz = g
Dosazenim z; = —3 do rovnice (1) dostévdme

3
log; x 4+ log, 7 = —5
3
2

1 + !
087 T = —
&7 log, x

2logzx + 3log; v +2 = 0.
Necht ¢t = log, z, pak 2t> + 3t + 2 = 0. Je ziejmé, Ze diskriminant této kvadratické

rovnice je zadporny, tudiz rovnice nemé feseni v oblasti ptipustnych hodnot.
Dosazenim z5 = 5 do rovnice (1) obdrzime

?

log; x +log, 7 =

1 + !
0g,; T =
&7 log, x

5
2
5
5
210g$x—510g7a:+2 = 0.

Necht t = log, z, pak 2t? — 5t + 2 = 0. Resenim této kvadratické rovnice dostdvame
dva kofeny t; = %, to = 2.
Odtud:

a) log, x1 = % = 11 =7,
b) log; xo = 2 = x5 = 49.

Oba koreny vyhovuji podminkam resitelnosti, tedy i dané rovnici.

Zaver. Vsechna Teseni dané rovnice jsou x € {\/7 , 49} .

Metodické poznamky
Reseni tilohy je mozno doplnit jednoduchym diikazem véty (2).

Zdroj: archiv autora
Obrazovy material:
Autor: Mgr. Sedlacek Lubomir, Ph.D.; 1sedlacekf@fai.utb.cz
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Gradované ulohy

Tematicky okruh RVP G: Zavislosti a funkéni vztahy
Klicové pojmy: goniometrické funkce, sinus, kosinus, tangens, souctové vzorce

Uloha 1 (troven 1)
Predpokladané znalosti: sinus, kosinus, tangens, souctové vzorce

Bez pouziti tabulek a kalkulatori stanovte presnou hodnotu vyrazu:

a) sin 75°,
b) cos 75°,
c) tg 75°.

Reseni
a) K vypoctu vyuzijeme souctovy vzorec pro funkei sinus
sin(a £ ) = sin acos § & cos asin 3,

ktery plati pro kazdé o a 3. Protoze 75° lze vyjadrit jako 45° + 30°, mame

sin 75° = sin(45° + 30°) = sin 45° cos 30° + cos 45°sin 30° =

n
VB V2 1 VB+V2
2 2 2 4

[

b) K vypoctu vyuzijeme souctovy vzorec pro funkei kosinus
cos(av £ 3) = cos acos f F sin asin 3,
ktery plati pro kazdé « a 3. Protoze 75° lze vyjadrit jako 45° + 30°, mame
cos 75° = cos(45° + 30°) = cos 45° cos 30° — sin 45°sin 30° =

_V2 V3 V2l V62

2 2 2 2 4

c) Plati

sin «

tga = ,

CoS &
proto

in 75° 6 2 6 2)(v6 2 8+ 4+v/3
(750 — S0 CVEHV2 (VB VR)(VEHV2) 8+ \/_:2+\/§7

T V2 (o Vo) A

kdyz jsme pouzili vysledky ziskané v bodu a) a b).
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Zavér. Pomoci vypoctu jsme zjistili, ze plati:

a) sin 75° = (V6 + v2),
b) cos 75° = 1(v/6 — V/2),
c) tg75° = 2+ /3.

Reste rovnici (ve stupriové mite)

sin(z + 60°) — cos(x +60°) V3
sin(z 4 60°) + cos(x +60°)

Reseni
Lze postupovat napt. takto: levou stranu rovnice upravime s vyuzitim souctovych

vzorcu
sin x cos 60° -+ cos z sin 60° — cos x cos 60° + sin x sin 60° V3
= )

sin z cos 60° + cos x sin 60° + cos x cos 60° — sin x sin 60°

dosadime za znamé hodnoty

1 V3 1 V3

58111:6—}—700351:—5(‘,os:I:+7smx:\/g
1 V3 1 V3 ’
§smx—}—Tcosx+§cosx—7smx

rozsitime zlomek na levé strané 2 a vynasobime obé strany rovnice jeho jmenovatelem
sinz 4+ V3 cosz — cosz + V3sinaz = v3sinz + 3cosz + V3cosx — 3sinz

a po uprave dostaneme
sinz = cosz.
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Ze ziskaného vysledku tgz = 1 je ziejmé, ze x = 45° + k - 180°.

Pri upravach jsme nasobili obé strany rovnice jmenovatelem zlomku na levé strané,
proto musime ovérit, zda neni pro x = 45° roven nule. Dosadime za x vypoctenou hodnotu
45° a prepocteme argument do I. kvadrantu:

sin 105° + cos 105° = sin 75° — cos 75°.

Ziejmé sin 75° — cos 75° > 0, nebot sin 75° > cos 75°. (S vyuzitim vysledku z tlohy 1:
sin 75° — cos 75° = ‘/61'\/5 — ‘/ézﬁ = @) Proto je x = 45° + k - 180° feSenim dané
rovnice.

Zdver. Resenim dané rovnice je mnozina

K = {45° + k - 180°, kde k je celé ¢islo}.

Reste rovnici
V3cosx +sinz = V2.

Pohodlny postup je nasledujici: Nahradime c¢initele vystupujici u goniometrickych
funkef takto: v/3 = asina, 1 = acos . Dostaneme rovnici

asinacosz + acosasine = V2
jejiz levou stranu upravime s vyuzitim souctového vzorce:
asin(z + o) = V2.
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Vypocteme nyni parametry a a a:
a) Plati a?sin? a = 3, a? cos? a = 1, takze

2

a’sin® o + a® cos?

a=a=4.

Odtud vezmeme napt. a = 2.
b) Déle

tj. o = 60°.
Danou rovnici tedy mizeme psat

V2

sin(z + 60°) = -
Pro jejim Teseni plati:

(i) V prvnim kvadrantu x 4+ 60° = 45°) a tedy x = —15°,
(ii) V druhém kvadrantu x + 60° = 135° a tedy = = 75°.

Zdver. Mnozinou feseni dané rovnice je

K ={—-15°+ k- 360°,75° + k - 360°, kde k je celé ¢islo}.

Zdroj: dilo autora
Obrazovy material: dilo autora
Autor: RNDr. Miloslav Zavodny; mzavodny@gmail.com, miloslav.zavodnyQupol.cz
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Gradované ulohy

Tematicky okruh RVP G: Zavislosti a funkéni vztahy
Klicové pojmy: souctové vzorce pro goniometrické funkce

Uloha 1 (troven 1)
Predpokladané znalosti: souc¢tové vzorce pro funkce sinus a kosinus

Pomoci souctovych vzorcii pro funkce sinus a kosinus odvodte rovnost

™

tgr +1t
te(o+y) = =20 w4y # (2k+1)7

1 —tgatgy’

Reseni
Odvozeni je uvedeno nize.
sin(rx +y) sinxcosy+ sinycosx
tg(z +y) = = =
cos(r+y) cosxcosy —sinzsiny
sin x cosy + sin y cos T

__cosxcosy cosrcosy  tgx +1tgy
1_ sin x siny 1—tgatgy’
COS T COSY

Zaver. Vyse uvedena rovnost plati.

Metodické poznamky
Uloha je 1lohou na procvic¢eni souctovych vzorca a tprav vyrazi.

Uloha 2 (tiroveti 2)
Predpokladané znalosti: tangens dvojnasobného thlu, vypocet korent kvad-
ratické rovnice

Na zékladé znalosti tabulkové hodnoty tg 30° vypoctéte hodnotu tg 15°.

ResSeni
Lze si povsimnout, ze tg 30° = tg(2-15°). Budeme tedy potrebovat vzorec pro vypocet
hodnoty funkce tangens dvojnasobného thlu. Lze jej odvodit z prvni tlohy.
tgr +tga 2tgx

m
tg2r =tg(x + ) = rv—— e x # (2]{—|—1)Z.

Tedy

V3 2tg 15°
V2 (g30° = tg(2-15°) = —2 0
3 8 8(2-15) = T
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Po upraven{ a substituci y = tg 15° dostavame rovnici y? + 2v/3y — 1 = 0, jejimiz kofeny
jsou Y12 = —+/3 + 2. Funkce tangens ma v prvnim kvadrantu kladnou hodnotu, proto
zaporny kofen miizeme vyloucit. Zbyva tak vysledek tg 15° = 2 — /3.

Zdvér. Tato hodnota je 2 — /3.

Metodické poznamky

Uloha spojuje nékolik dovednosti, kromé odvozovani za souctovych vzorci je
to uziti feseni kvadratické rovnice a také vlastnosti goniometrickych funkeci. Je
ziejmé, ze je nutné tuto ulohu povazovat za narocnéjsi.

Uloha 3 (troven 3)
Predpokladané znalosti: souc¢tové vzorce pro goniometrické funkce, feseni al-
gebraickych rovnic vyssich rada

Vypoctéte hodnotu tg 36° bez uziti kalkulacky ¢i jinych elektronickych pristroji.

Reseni

Nejprve si uvédomme, ze plati 0 = tg 180° = tg(5 - 36°). Navic plati rovnosti tgbx =
= tg(4dr+x) = tg(2-2z+x). Uzitim souctového vzorce a vzorce pro tangens dvojnasobného
uhlu dostaneme nize uvedené rovnosti.

2tgx
1 —tg?w o +tga
2tg 2w ¢tz 1_( 2tg x )
tg(de + 2) = tgdr +tgr 1 —tg?2z _ 1 —tg?x
1 —tgatgdx | tg- 2tg2z 9. 2tgx
1—tg?2x 1 —tg’x

1 —tgx-
& 1_ 2tgx 2
1—tg?x

4tgx 2tgw 2
— 2 ttgr—tgr- | —2—
—tg?x s TIBY (1—tg2x)

2tgx 2 4tgx

1—tg7x 1 —tg7x
 Atga(l —tg?x) +tga(l — tg?x)? —dtgatg’
(1 —tg?x)? —4tg?r —4dtgrtga(l — tg2x)

Tento vypocet pouzijeme pro x = 36° a pro zkraceni zapisu zavedeme do rovnice substituci
y = tg36° a jesté si uvédomime, ze zlomek se rovna nule, pokud je jeho citatel nulovy.
Obdrzime tak nasledujici algebraickou rovnici 5. stupné

dy(1 — ) +y(1 — y*)? —dy - y* = y(5 — 10y* + y*) = 0,

kterd ma pét redlnych kofent y1 = 0, yo = V5 —2V5, y3 = —V/5—2V5, yu =
=5+ 2V5, ys = —/5 + 2¢/5. Nasi tloze viak vyhovuje pouze kofen ys = /5 — 2v/5
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(kofen y; = 0 a zaporné kofeny lze vylouéit, protoze funkce tangens je v prvnim kvadran-
tu kladna, k vylouceni korenu y, si sta¢i uvédomit, ze pro thly mensi nez 45° je hodnota
funkce tangens mensi nez ¢islo 1).

Zdver. Plati tg36° = /5 — 2v/5.

Zdroj: archiv autora
Obrazovy material:
Autor: Mgr. Pavla Hofmanova; pavla.hofmanova@ujep.cz
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Gradované ulohy

Tematicky okruh RVP G: Zavislosti a funkéni vztahy
Klicové pojmy: goniometrické funkce

Uloha 1 (troveri 1)
Predpokladané znalosti: prace s kalkulackou, grafy funkei, funkce kosinus,
feseni rovnic
Na kalkulacce nastavte rezim pro vypocet hodnot goniometrickych funkci v radianech.
Zvolte libovolné zy € (0; 1), pomoci kalkulacky urcete hodnoty funkci

firy =cosxzg, fary=cos(coszg), fi:y = cos(cos(cosxp)),...

Takto pokracujte ve vypoctu f, do chvile, kdy se vysledek na kalkulacce jiz nezméni.
Postup opakujte jesté dvakrat a porovnejte vSechny tii vysledky:.

E| Kalkula¢ka E‘El[

Zobrazit Upravy Napovéda

cosr‘(cosr‘(cosr(cosr(@,24))))‘

0,6637169585091629/818503254418934

“'::':"Stup. (@)Rad O Grad H MC H MR H MS H M+ M—‘
Ll e e o Jle e fle L= ] v |
Int || sinh sin‘x;!Hn!H_/HSHQHI‘ %
el lonell [ s oo
oo o) o | o

e | o [[moal[ g [[105][ 0 [ [ 4|

a) Na zakladé predeslych vypocti urcete Feseni rovnice x = cosx s presnosti na 3 dese-
tinné mista.
b) Zakreslete do jednoho obrazku grafy funkce f:y = cosz, g:y = = a ovéite vysledek.

K feseni pouzijte napt. http://funkce.argh.cz!)

Reseni
Po konecném poctu kroki se na kalkulac¢ce dostaneme k vysledku 0,739. .., ktery se
déle (vzhledem ke koneénému poctu mist na kalkulacce) nemeéni. Pocet kroki, po kterém

1Y http://www.karlin.mff.cuni.cz/katedry/kdm/diplomky/daniel mica/index.html
p y p y
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ziskdme tuto hodnotu, zavisi na volbé xg, ktera je nahodna. Zjevné jsme ziskali hodnotu
Zn, pro kterou plati x,, = cosz,_1 = cosx,.

Kalkulacka @@

Zobrazit Upravy Néapovéda

«))))33332))0)330)30)3333333332)33233233323)2)332))2)))))
0,73908513321516064165531208767387

(St

\
3
-

[ up.  (@Rad (OGrad Hmc”m”ms‘ M+

L L Lo e || €

ENEN ENEET R EN BN H%\
ame | HmHﬂ x| 4 1|5 |l 6 [l flne ]
x| aon | || = ‘
e HM«*H'@ aoxl| o || - Jle

Do jednoho grafu zakreslime funkce f:y = cosx a g:y = x. Najdeme jejich prisecik,
jehoz x-ova soutadnice je fesenim hledané rovnice.

0,739 = cos 0,739

y|2

Zdvér. ReSenim rovnice x = cosz (s presnosti na 3 desetinnd mista) je z = 0,739.
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Uloha 2 (troveii 2)
Predpokladané znalosti: goniometrické funkce, goniometrické rovnice, vztahy
mezi goniometrickymi funkcemi

Necht pro redlnd ¢isla «, 5 € (0;7) plati
(sina+cosa=1) A (sinf + cosf =0).

Rozhodnéte, které z ¢isel a, B je vétsi. Své feseni zdiuvodnéte. Vysledek znazornéte na gra-
fu funkce f:y = sinx + cos x.

Reseni
Z rovnic vypocitame vyhovujici argumenty «, 3 € (0;m) a porovname je. Nejprve
fesime prvni rovnici

sina + cosa = 1.

K tupravé levé strany vyuzijeme toho, ze pro kazdé realné cislo o plati

. ™
COS (x = sIn <a+ 5) ,

dale pouzijeme znamy vzorec

: . . T+ xr —
sinx + siny = 2sin chos 2y

a postupné dostaneme

a+ (a+ 3 a—(a+%
sina+sin(a+g>:2sin ( 2>cos ( 2) :2sin<a+ﬁ>cos<—z):

2 2 4 4
V2
5

2sin 0+ 7) cosp =2en (05 )
= 2sin — - — = 2sin — -
sin (@ + 7 ) - cos 7 sin (@ + 7

Po apravé dostavame rovnici

2
sin(a—l—z):\/—_ = a=2kr V a:z—l—2k:7r, kelZ.
4 2 2
Resen{ druhé rovnice

sin 5 + cos 5 = 0.
Ze zadani plyne, ze cos f # 0, muzeme tedy rovnici vydélit cos 3 a upravit do tvaru

b g1 o 5_%”“% kde k€ Z.

Zdver. Prvni rovnice pro a € (0;7) ma dvé feseni, bud o = 0, nebo a = 7. Druhd
rovnice pro 3 € (0;7) ma jediné feseni = ?jf. Protoze o < § < ‘%” = [, proa, B € (0;m)
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plati a < . Z

grafu.

]

Metodické poznamky
V tloze jsou vyuzita TeSeni dvou typovych goniometrickych rovnic. V zavéru
je treba se vratit k jednotlivym TeSenim a porovnat je. Lze vyuzit i jiny postup

upravy rovnice (napr. obdoba tlohy 3c).

Uloha 3 (troveii 3)
Predpokladané znalosti: goniometrické funkce, goniometrické rovnice, ipravy
vyrazi

c¢isel a, B, ktera vyhovuji zadani tlohy, je vétsi c¢islo 5. Reseni vidime i na

Y = CosT

Yy =sinx + cosx

Yy =sinx

Necht pro libovolné redlné &slo x a pro redlné ¢islo ¢ € (—v/2;+/2) plati rovnost
= sinx + cos .

a) Vyjadiete sin? x + cos* z jako funkci proménné .

b) S vyuzitim vypoctu z éasti tlohy a) vypoditejte hodnotu vyrazu sin? x + cos? x pro

t=sinx 4+ cosx = \/§

¢) Vyfeste rovnici sin x + cos z = v/2 a ovéite vipodet Casti tilohy b) dosazenim korenti
této rovnice do vyrazu

sin® z + cos* x.



Reseni

4

a) Vyraz sin? x + cos? z upravime na tvar

(sin4 r+2sin’z - cos® x + cos? x) —2sin’x-cos’x =

a1 (28.1n352-cosa:)2 1 sinZQx‘

2

. 2 .
= (Sln2 T + cos x) — 2sin® x - cos>

Dosadime-li za t = sinx + cos z, bude
t> = (sinz + cosx)® = 1 + 2sinz - cosw = 1 + sin 2z,
tedy

(2 —1)" 11—t

sin2r=t>-1 = sin4x—|—cos4x:1— 5 = 5

b) Dosadime do vyrazu 1(1 — t* + 2¢?) hodnotu ¢ = v/2 a vypocitdme

4 2
1-(V2) +2-(vV2)" 1
2 2
¢) Nejprve vypoditame kofeny rovnice sin z+cos x = /2. Obé strany rovnice vynasobime
¢islem i = sin § = cos 7 a vyuZijeme znalost souctového vzorce

sinx - cosy + cosx - siny = sin(x + y),
takze postupné dostaneme

2
£sinxqL —cosx = 1,
2 2

. m .
sinx - cos — 4+ cosx -sin — = 1,

T T T
sm<15+4> , = :E—1—4 2+ km

Odtud z = 7 +2k7, kde k je libovolné celé cislo. Dosadime-li vyse vypocitané hodnoty
do vyrazu sin* x + cos* z, dostaneme postupné

(7).

(7).
1
:

sin a:+cos4:1:—2 (\/7_) =

sin z = sin ( + 2k7r

cos? = cos ( + 2/@7?
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Zaver.
a) Pro libovolné realné ¢islo z a pro redlné &islo ¢ € (—v/2;v/2) a zdroven t = sinz+cosx
plati

4

(2 -1)° 11— 422
2 2

sin*x +costr=1—

b) Prot = V2 mé vyraz sin* z + cos*  hodnotu %

c¢) Hodnoty vypocitané v ¢asti b) i c) se shoduji, pro sinz + cosz = /2 je sin*z +
4 1

+ cos T = 3.

Zdroj: archiv autora
Obrazovy material: dilo autora
Autor: Mgr. Ivana Ondrackovd; ondrackova@gjkt.cz
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Gradované ulohy

Tematicky okruh RVP G: Zavislosti a funkéni vztahy
Klicové pojmy: posloupnost aritmeticka, jeji diference a zdkladni vzorce

Urcete aritmetickou posloupnost, jsou-li dany soucty prvnich n ¢lent s,, = 81, prvnich
n+ 4 ¢lentl s,44 = 124 a diference d = 1.

Reseni
n(a; + ay,)

5 a déle a, = a; + (n — 1)d plyne s, = na; +

Ze znamych vzorcu s, =

—1)d
+ w Dosadime-li dané hodnoty, dostaneme soustavu dvou rovnic o dvou nezna-
mych
n(n—1)%
(n+4)(n+3)3

124 = (n+4)a; + 5

Po apravach
n® + (4ay — 1) — 324 = 0,

n? + n(da; +7) — 484 + 16a; = 0.

Odecteme-li v této soustavé od druhé rovnice rovnici prvni, mame 8n — 160 + 16a; = 0,
odtud vyjadiime n = 20 — 2a; a dosadime do prvni rovnice. Po tipravé dostaneme

20 —a; —28 =0

7
Tato kvadratickd rovnice mé dva kofeny a; = 4, a} = —5
Zdver. Uloha mé dvé Fedeni. Jsou jimi aritmetické posloupnosti
1 7 1
=4,d= - 1=—5d=:
ax ) 5 & 0 5 5
neboli v 6 5
4,2.1,... —— = == ...
Y ) ) a 2 ) 2 ) 2 )
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V desitkové soustave urcete trojmistné ¢islo ajaqsas tak, aby jeho cislice tvorily tii za
sebou jdouci ¢leny geometrické posloupnosti se dvémi vlastnostmi

a1 + a3 = §a2

a obratime-li poradi ¢islic, vznikne cislo o 279 vétsi.

Reseni

Pivodni ¢islo je 100a; + 10as + as. Bez Gjmy na obecnosti predpokladejme, ze ¢islice
a1, as,ag tvori prvni tii cleny geometrické posloupnosti s nezndmym kvocientem ¢, proto
je ag = a1¢?, as = a1q. Dosadime-li do dané rovnosti a; +as = gaz, po tpravé dostaneme

a1(2 +2¢* — 5¢) = 0.

Neméd smysl a; = 0, tedy 2¢> —5¢ +2 =0, odtud ¢; = 2, ¢z = % Nyni vezmeme druhou
danou rovnost
100&1 -+ 10@2 —+ as = 1000,3 + 10@2 -+ ay — 292,

2a1 + 2a1q2 = 5a1q,

1
Odtud pro ¢y =2 jea; =1 a pro ¢ = 3 je as = —4, coz nema smysl.

Zaver. Cislo je 124.

Jsou-li neznam4 redlna c¢isla x a y prvnimi dvéma ¢leny geometrické posloupnosti, je
rozdil 4. a 3. ¢lenu roven 16; jsou-li z a y prvnimi dvéma ¢leny aritmetické posloupnosti,
je rozdil 4. a 2. ¢lenu roven 18. Urcete ta cisla.
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Reseni

a) Jsou-li a; = z, as = y prvnimi dvéma cleny geometrické posloupnosti, pak jeji kvoci-
ent je
a
g=2=2 220
x

a plati
3 2
N 3 Y o 2 Y
a4 = a1q9° = —, a3 = a1¢ = —.
x x
7 dané podminky a4 — az = 16 plyne, Ze hledana cisla jsou resenim rovnice

3 2

L s
x x
po uprave
y?
E(y —x) = 16.

b) Jsou-li a; = x, ay = y prvnimi dvéma cleny aritmetické posloupnosti, pak pro jeji
diferenci d plati
d=ay—a;=y—=x

a plati
ay=a1+3d=3y —2x, ay=y.

Z dané podminky a4 — as = 18 plyne, Ze hledana ¢isla jsou fesenim rovnice
3y —2x —y =18,

odtud
y—x=09.

Dosadime-li do posledniho vztahu v ¢asti a) za y — x = 9, mame

Y
9. i 16,
odtud
j:4
=+-x.
Y773
4 . 4 1
1. Proy:§x3ey—x:§x—x:§x:9, odtud x = 27,y = 36.
4 4 3 27 36
2. PFOy:—ngey—x:—gx—x:—g:9,odtudx:—7,y:7.
. 27 36
Zaver. Uloha mé dvé feseni x; = 27, y; = 36, 22 = 2=
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Zdroj: archiv autora
Obrazovy material:
Autor: doc. RNDr. Josef Zednik, CSc.; josef.zednik@centrum.cz
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Gradované ulohy

Tematicky okruh RVP G: Zavislosti a funkéni vztahy
Klicové pojmy: geometricka posloupnost, geometrickd rada

Uloha 1 (troveii 1)
Predpokladané znalosti: geometricka posloupnost, vzorec pro n-ty ¢len a vzo-
rec pro soucet n ¢lenu

o9
n=1’

Urcete 1. ¢len a n-ty ¢len geometrické posloupnosti (a,) vniz g =2as, = 1533,

kde n = 9.
Reseni
Pouzijeme vzorec pro soucet n ¢lenii geometrické posloupnosti, kde n = 9.

29 —1
2—-1

Sg9 = a1 = 1533,

z toho 511a; = 1533, takze a; = 3. Podle vzorce pro n-ty ¢len geometrické posloupnosti
je ag = 3-2% = 3.256 = 768.

Zaver. aqp = 3, ag = T68.

Metodické poznamky
Jde o tlohu, pri niz se vyuziji oba zakladni vzorce pro geometrickou posloup-
nost.

Uloha 2 (troven 1-2)
Predpokladané znalosti: geometrickd posloupnost, vzorec pro n-ty ¢len, ope-
race s komplexnimi ¢isly (s¢itani, odéitani, nasobeni, déleni)

V geometrické posloupnosti (ay,) >, je ay = ;11(1 —Ti), a3 = —%(13 + 9i). Vypoctéte

ai.
ReSeni
Nejprve vypocteme kvocient ¢. Jezto ag = as - q, je
Cag —g(13+49) 1 13491 1 (13+90)(1+7Ti)
e -Tm) 2 1-T 2 (1-T)(A+T)
1 13+9i491i—-63 1 —50+ 100i
2 1+49 2 50
takze )
g = 5(1 — 2i).
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Jelikoz ay = a5 - q, je

(1-7) 1 (1-7)(1+2) 1 1-T7i+2+14 1
(1—2i) 2 (1-2i)(1+2i) 2 1+4 2 5 7

az
alz—:
q

D= [ =

takze ]
ay = 5(3 — 1)

Metodické poznamky
Uloha je vhodna k procviceni prace s komplexnimi ¢isly.

Uloha 3 (tiroveti 2)
Predpokladané znalosti: geometricka posloupnost, vzorec pro n-ty ¢len, defi-
ni¢ni obor jednoduché nerovnice s absolutni hodnotou
_ 2

. / .. 2
V geometrické posloupnosti je az = 4, a5 = =.
a) Vypoctéte ay.
b) Z této posloupnosti vytvorime tadu; zjistéte, pro kterd z je tato fada konvergentni

a vypoctéte jeji soucet s(x).

Reseni
Danéa posloupnost je definovana pro x # 0.
a) Plati a5 = as - ¢3, takze
3_ 95
a2

a odsud ¢ = % . Proto hledané

2 2
x 2

| < 1. Z toho |z| > 2; Fada je tedy konver-

b) Geometrickd rada je konvergentni pro ‘%
). Vypoéteme prvni ¢len rady

gentni na mnoziné (—oo; —2) U (2; +00

Zaver.

38



a) ag = 1;

ol —
T
)

b) Rada je konvergentni na mnoziné (—oo; —2) U (2; +00) a plati s(x) =

Uloha 4 (droven 2-3)
Predpokladané znalosti: konvergence geometrické rady, jeji soucet, reseni sou-
stavy nerovnic, resp. nerovnic s neznamou ve jmenovateli zlomku

Rozhodnéte, pro ktera x konverguje rada

> (2)

n=1
a vypoctéte jeji soucet.
ReSeni
Predné plati x # 4. Prvni ¢len této tady je a; = % a rovnéz kvocient ¢ = a; = %.
Geometrickd fada konverguje pro |¢| < 1, tj. 3;%42‘ < 1. Vyjadreme tuto nerovnici ve
tvaru 3+ 9
x
-1 < < 1. *
—— 1 (%)

a) pro x > 4 vynasobime tuto nerovnici vyrazem x — 4, —(r —4) < 3x +2 < x — 4, tedy
plati (—(z —4) < 3z +2) A (3242 < x — 4). Prvnf nerovnice ddvd 4o > 2=z > 1 ,
druhd 2z < —6 = x < —3. Vidime, ze v tomto pripadé nema soustava feseni.

b) pro x < 4 opét nasobime nerovnici (*) vyrazem z—4, —(z—4) > 3x+2 > x—4, takze
plati (—(z —4) > 3z +2) A (32 4+ 2 > = — 4). Prvn{ nerovnice dava 4z <2 =z < 1,
druhd 2z > —6 = x > —3. K tomu jesté mame podminku x < 4, takze vysledek je:
Dan4 fada konverguje pro —3 < x < 1. Podle vzorce pro soucet geometrické fady

2
plati
3xr + 2 1
S(JJ): T —4 ) 1_31:+42'

Upravime jmenovatele

J_1_3:E+2_93—4—3:E—2__2x+6
a x—4 x—4 =4
Takze

3r+2 x—4 3r + 2

T4 2%%+6 22+6
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Uloha 5 (tiroveti 3)

Predpokladané znalosti: konvergence a soucet geometrické rady, uprava alge-
braického vyrazu, feseni linearni rovnice a reseni nerovnice s absolutni hodnotou
a neznamou ve jmenovateli zlomku

Je dédna nerovnice
oo

n—1
1 r—1 z—0

n=

a) Pro které hodnoty x je leva strana rovnice konvergentni rada?
b) Nerovnici vyreste.
c) Jaka je ¢iselnd hodnota kvocientu v piipadé rovnosti?

ResSeni
Predné musi platit podminky x # 1, x # 6.

a) Kvocient této geometrické rady je ¢ = % Tato tada je konvergentni, pravé kdyz

|q\<1,tedy‘%’ < 1. Odsud@>1=>|x—1\>5. Prox>1ljel|lz—1 =2z —
—l=z—1>5=z>6prox<ljelr—1=—2+1=—-1ax+1>5=>0<—4
Zdvér. Dand fada je konvergentni pro x € (—oo; —4) U (6; 4+00).

b) Nejprve najdeme soucet s(x) fady na levé strané dané rovnice. Pro n = 1 dostéavame
prvni ¢len fady a; = 1, takze

(2) 1 1 1 x—1
S\x) = = = = .
5 —1-5
- . r—1 T — I .
Danou nerovnici tak lze upravit na tvar 5 <3 5 Vynésobime nerovnici
x — x —

vyrazem x — 6 za podminky x > 6 a dostavame
r—1<3-(z—-5)=2—-1<3z—-15=2>T.

Ptredchozi podminka je pro tyto hodnoty x splnéna a rovnéz leva strana nerovnice
je konvergentni fada. Nyni vynasobime nerovnici vyrazem x — 6 za podminky = < 6
a dostavame

r—1>23-(z=5)=rx—-1>3x—-15=z2<T.

Pro tyto hodnoty z musi byt splnény jesté dalsi podminky, a to x < 6, = # 1
a konvergence fady na intervalu (—oo; —4), vysledné hodnoty jsou tedy x < —4.

Zdvér. Mnozina vsech feSeni dané nerovnice je (—oo; —4) U (7; +00).
¢) V zadané nerovnici nastava rovnost jen v pripadé x = 7, pak kvocient




Zdroj: archiv autora
Obrazovy material:

Autor: doc. RNDr. Stanislav Travnicek, CSc.; stanislav.travnicek@volny.cz
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Gradované ulohy

Tematicky okruh RVP G: Zavislosti a funkéni vztahy
Klicové pojmy: nekonecna geometricka rada, nerovnice v podilovém tvaru

Uloha 1 (troven 1-2)
Predpokladané znalosti: nekonecnéd geometricka rada a jeji soucet, reSeni ne-
rovnice v podilovém tvaru

Je dana nekonecéna geometricka rada x — %.’BZ + %xs — 2%934 +... Urcete vSechna realna
¢isla x, pro néz je soucet této rady mensi nez 4.

Reseni
Prvni ¢len této geometrické rady je a; = x a kvocient g = —%x. Aby rada konvergo-
vala, musi platit

!—%:1:‘ <1, neboli lx| < 3, t]. € (—3;3).

Soucet Tady je

Resime rovnici

3x
<4,
x4+ 3
kterou upravime na tvar
—r—12 12
e <0, neboli Tt > 0.
x4+ 3 r+3

Ze znalosti feseni nerovnice v podilovém tvaru dostaneme z € (—oo; —12) U (—3; +00).
Pro hledand ¢isla x musi platit zaroven podminky = € (—3;3) a x € (—o0; —12) U
U (—3; +00), odkud dostavame feSeni tlohy = € (—3;3).

Zaver. Hledand ¢isla z jsou pravé vSechna ta, kterda patii do mnoziny (—3; 3).

Metodické poznamky
Uloha je zamérena na zvladnuti zakladnich pojmu a dovednosti stiedoskolské
matematiky. Jeji vétsi obtiZznost je v tom, Ze spojuje dva rizné jevy.

Uloha 2 (troven 2)
Predpokladané znalosti: nekonecna geometrickd rada a jeji soucet, reseni ne-
rovnice v podilovém tvaru, feseni linearni nerovnice s absolutni hodnotou
. . . 2 3 ¥
Je dana nekonecna geometrickd fada (|z| — 1) + (Jz| —1)” + (Jz| — 1)” + ... Urcete
vsechna realna cisla x, pro néz je soucet této rady mensi nez 1.
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Reseni
Prvni ¢len této geometrické fady je a1 = |z| — 1 a kvocient ¢ = |z| — 1. Aby fada
konvergovala, musi platit ||z| — 1] < 1, neboli 0 < |z| < 2, neboli x € (—2;0) U (0;2).
Soucet fady tak je
-1 x| -1

1— (x| =1) —|z]+2

Resime rovnici
2| -1 <1
—lz|+2

kterou upravime na tvar

2|z] —3 2 (x| — 2
L <0, neboli M > 0.
—|z| +2 |z| — 2

Ze znalosti FeSenf nerovnice v podilovém tvaru dostaneme |z| < 2 nebo |z| > 2. Odtud
x € (—00;—2) U (—2;3) U (2;+00). Pro hledand ¢isla = musi platit soucasné podminky
€ (=20)U(0;2) ax € (—o0;—2) U (—2;2) U (2;+00), odkud dostéavame FeSeni tlohy
3. .3
e (=3;0)U(0;3).

3

Zaver. Hledana cisla = jsou vSechna ta, kterd patii do mnoziny (—%; 0) U (0; —).

2

Uloha 3 (tiroveii 3)

Predpokladané znalosti: nekonecna geometrickd rada a jeji soucet, feseni ne-
rovnice v podilovém tvaru, reseni linearni nerovnice s absolutni hodnotou, loga-
ritmicka nerovnice

Je dana nekonecna geometricka rada

1 1 1
-+ +
log (Jz] +2) * log® (Jz[ +2) = log® (|z] +2)

Urcete vsechna realna cisla x, pro néz je soucet této rady mensi nez 1.

Reseni
Prvni ¢len této geometrické tady je
1 1

ap = ——— akvocient ¢ = ——————.
' log (ja] + 2) 17 Jog ([ +2)
Aby rada konvergovala, musi platit
1
—| < L.
log (=] +2) ’
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Jelikoz je |z] +2 > 2, je log (|| +2) > 0, takze pro kvocient plati

1

— <1 boli 1 2 1.
oz (2] 7 2) <1, neboli og (Jz| +2) >

Tuto nerovnici upravime na tvar
|z| +2 > 10, odkud 2z € (—o0; —8) U (8;400).

Soucet tady je
1

log (Jz| +2) 1
1_; ~log (o] +2) —1°
log (|z| + 2)

Resime nerovnici

1 2 —1
<1, neboli 0g (2] +2) < 0.
log (|Jz| +2) -1 log (|Jz| +2) -1

Odtud mame | 5\ _ o

og(lel +2) -2

log (Jz| +2) —1
Ze znalosti Teseni nerovnice v podilovém tvaru dostaneme
[log (|z| +2) < 1] Vv [log(|z]+2) > 2], neboli  [|z] +2 < 10] Vv [|z] + 2 > 100].

Odtud (Jz| < 8)V (|| > 98), tedy = € (—o0; —98) U (—8;8) U (98; +00). Pro hledana ¢isla
2 musi platit podminky

[ € (—o00; =8) U (8 +00)] A [z € (—o0; —98) U (—8;8) U (98; +00)],

odkud dostédvame Teseni tlohy x € (—oo; —98) U (98; +00) .

Zdver. ReSenim dané tlohy jsou véechna z € (—oo; —98) U (98; +00).

Metodické poznamky
Oproti predchozi tloze je navic tfeba vytesit logaritmickou nerovnici, coz
je sice klasicka skolni tdloha, ale ve spojeni s geometrickou fadou a absolutni

vvvvvv

Zdroj:

Zhouf, J.: Pisemné maturitni zkousky do gymnazialnich trid se zamérenim na matematiku.
Praha: PedF UK, 2010.

Obrazovy material:

Autor: doc. RNDr. Jaroslav Zhouf, Ph.D.; jaroslav.zhouf@pedf.cuni.cz
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Gradované ulohy

Tematicky okruh RVP G: Zavislosti a funkéni vztahy
Klicové pojmy: urceni a vlastnosti posloupnosti, aritmetickd a geometricka posloupnost

Uloha 1 (troveri 1)
Predpokladané znalosti: aritmeticka posloupnost
Soucet prvnich deviti po sobé jdoucich ¢lent aritmetické posloupnosti je 126. Soucet

prvnich sedmnacti po sobé jdoucich ¢lenti téze posloupnosti je 0.

a) Urcete paty ¢len této posloupnosti.
b) Urcete jeji diferenci.

ReSeni
a) Soucet prvnich deviti ¢lent aritmetické posloupnosti je

(a1+a9)-9
SQITa

kde prvni a devaty ¢len posloupnosti lze vyjadrit pomoci patého ¢lenu a diference
a; = as — 4d, a9 = a5 + 4d. Pak

—Ad Ad) -
Sq = (a5 +2a5 +4d)-9 _ 9as = 126,

odkud a5 = 14.
b) Soucet prvnich sedmndcti ¢lent aritmetické posloupnosti je

(a1 + CL17) . 17

S17 = fa

kde a; = ag — 8d, a7 = ag + 8d. Pak

— 8d 8d) - 17
S17 = (oo : ;9 al = 17a9 =0,

odkud ag = 0.
Diferenci je pak mozno vypocitat dosazenim vyse vypocitaného patého a devatého
¢lenu do rovnosti ag = as + 4d, tedy

0—14 7
d=—=——.
4 2
Zaver. Paty ¢len dané posloupnosti je a5 = 14, diference posloupnosti je d = —%.
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Soucin 100. a 101. ¢lenu klesajici aritmetické posloupnosti je 144. Soucet téchto ¢lent
je 25. Urcete prvni ¢len posloupnosti.

Reseni
Zadani lze prepsat jako soustavu rovnic

a100 - a101 = 144,

a1p0 + aior = 25.

Z druhé rovnice je mozno vyjadiit ajo; a dosadit do prvni rovnice aygo- (25 — a190) = 144,
po upravée
(a100)2 — 25&100 + 144 = O,

odkud a199 = 16 nebo ajgo = 9. Jelikoz a1091 = 25 — aq99 a posloupnost je klesajici, je
a101 = 25 — aypo < aygp, Cemuz vyhovuje pouze ajgo = 16 a ajg; = 9. Diference pak je

d:a101—a100:9—16:—7.

Prvni ¢len posloupnosti a3 = ajg; — 100 - (=7) = 709.

Zdaver. Prvni ¢len posloupnosti a; = 709.




Uloha 3 (tiroveti 3)

Predpokladané znalosti: geometricka posloupnost, soustavy rovnic, substitu-
ce, kvadraticka rovnice

Délky stran trojuhelniku tvori geometrickou posloupnost. Obvod trojihelniku je 37.
Soucet obsahti ¢tvercti nad vSemi tfemi stranami je 481. Jaké jsou délky téchto stran?
ReSeni

Oznac¢me délky stran trojuhelnika a = %, b=x, c=x-q. Dle zadani plati

a+b+c=37 A

a® + b* + ¢* =481,
po dosazeni a vytknuti

1
$(—+1+q) =37,
q

(1)
2 1 2
q

Pouzijeme substituci % + ¢ =y, odkud

1 S
(—+q) :—2+2+q2:y2,
q q
tedy

1
Zre=yv -2
a dosadime do vyse uvedenych rovnic.

Pak z (1) lze dostat = (y + 1) = 37, ze zadéni y > 0, tedy y + 1 # 0, takze

37

Z (2) dostaneme x? (y2 -2+ 1) = 481, po dosazeni a tipravé 372 -
37(y — 1) = 13(y + 1), tedy

~1
%:481,0dkud
25 37
y=-— a T =5 = 12.
12 o t+1
Po ndvratu k substituci 1 4 g — 2> je g — * nebo ¢ — 3
o navratu su51uc15—|—q—ﬁjeq—§ne 0q=7.
V prvnim ptipadé
12 4
a=Z=—"=9 b=zx=12 c=12 - =16
q 3 3
druhé reseni
a =16, b=12,



Pokud nezélezi na pojmenovani stran, jsou obé feSeni totoznd, strany trojihelnika
maji délky 9, 12, 16.

Zaver. Trojuhelnik splnujici podminky zadani ma strany o délkach 9, 12, 16.

Zdroj: archiv autora
Obrazovy material:
Autor: Mgr. Ivana Ondrackovd; ondrackova@gjkt.cz
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Gradované ulohy

Tematicky okruh RVP G: Zavislosti a funkéni vztahy
Klicové pojmy: aritmeticka posloupnost

Uloha 1 (troveii 1)
Predpokladané znalosti: vztahy mezi ¢leny aritmetické posloupnosti, feseni
linedrnich rovnic

Mezi ¢isla 1 a 67 bylo vlozeno nékolik prirozenych ¢isel tak, ze jsme ziskali ¢leny
aritmetické posloupnosti. Jejich soucet je 408. Kolik ¢isel jsme mezi obé ¢isla vlozili?

Reseni
Soucet prvnich n ¢lent aritmetické posloupnosti je dan
n
Sp = = (a1 +ay),
5 (a1 +an)
n
408 = 5(1—1—67),

odkud n = 12. Mezi krajni dvé ¢isla tedy musime vlozit 10 ¢isel. Mezi krajnimi hodnotami
je rozdil 11 diferenci, odkud snadno dopoc¢teme d = 6, tj. skutecné se jedna o aritmetickou
posloupnost tvorenou prirozenymi ¢isly.

Zaver. Mezi ¢isla 1 a 67 jsme za danych podminek vlozili 10 prirozenych cisel.

Metodické poznamky
Reseni tlohy je zalozeno na souctu ¢lent aritmetické posloupnosti. Pti feseni
je nutno provést kontrolu, ze se skuteéné jedna o posloupnost prirozenych c¢isel.

Uloha 2 (troveti 2)
Predpokladané znalosti: vztahy mezi ¢leny aritmetické posloupnosti, délitel-
nost v oboru prirozenych ¢isel

Kolika zpiisoby 1ze mezi ¢isla 1 a 2 014 vlozit nékolik prirozenych ¢isel, abychom ziskali
¢leny aritmetické posloupnosti?

Reseni
Oznac¢me a; = 1 a a,, = 2014. Jsou-li vSechny ¢leny posloupnosti prirozené, je také
diference prirozené ¢islo. Proto

an—ay = (n—1)d=2013=3-11-61.

Diference je proto délitelem cisla 2013 a nabyva tak jedné z hodnot 1, 3, 11, 33, 61, 183
nebo 671. Celkové tak existuje 7 moznosti.

Zavér. Dand tloha ma celkem 7 TeSeni.
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Jaky nejmensi mozny pocet prirozenych c¢isel musime vlozit mezi cisla 1 a 2014,
abychom ziskali ¢leny aritmetické posloupnosti a jednim z ¢isel bylo ¢islo 10007

Reseni

Rozdil mezi ¢leny 1 a 1000 je roven 999. Rozdil mezi ¢leny 1000 a 2014 je roven 1 014.
Hledana diference musi byt spole¢nym délitelem obou ¢isel 999 a 1014. Timto ¢islem je
ziejmé d = 3.

Rozdil mezi ¢leny 2014 a 1 je 2013 = 3 - 671, proto musime mezi dana cisla vlozit
alespon 670 cisel.

Zaver. Mezi dand ¢isla je tedy tireba vlozit alespon 670 prirozenych cisel.

Zdroj: archiv autora
Obrazovy material:
Autor: Mgr. Radek Horensky, Ph.D.; horensky@gymst.cz
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Gradované ulohy

Tematicky okruh RVP G: Zavislosti a funkéni vztahy
Klicové pojmy: aritmeticka posloupnost

Vypodtéte soufet s, = 1 —2+3 —4+ ...+ (—1)""'n pro libovolné piirozené &slo
n. Ulohu feste zvlast pro n sudé a n liché.

ReSenti
e Pro n sudé je
n n
Sp=1-243—4+..+(n—1)-n=1-2)+B—-4)+...+[(n—1) = n] = (-1) 5= g

nebot v kazdé zavorce je hodnota —1 a zdvorek je 3.
e Pro n liché je

sp=1—-24+3—-4+...—(n—1)4+n=

n—1 n+1
=1+(24+3)+(-4+5)+...+(-(n—1)+n)=1+ 5 = 5
nebot v kazdé zavorce je hodnota 1 a zavorek je "T_l
Zdvér. Hledany soucet je s, = —3n pro n sudé a s, = 1(n+ 1) pro n liché.

Vypoététe soucet s, = 12 — 22 432 — 42 4 .. + (—=1)"" " n? pro libovolné piirozené
c¢islo n. Ulohu Teste zvlast pro n sudé a n liché.
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ReSeni
e Pro n sudé je
sn=12 22432 -4+ 4t (n-1)7-n’=
(122 + (B -+ + (-1 —n?) =
=(1-2)14+2)+B-4)B+4)+...4+((n—1)—n)((n—1)+n) =
n(n+1)

:—(1+2+3+4+...—|—(n—1)+n):—T.

e Pro n liché je

sp=12 22432424 —(n—-1724n>=
=(-2)+(F - +... + (-2 (-1 +n*=
1-2)1+2)+B-4)B+4)+...+
+(n=2)—(n=1)((n—2)+(n—1)) +n*=

—1 1
:—(1+2+3+4+...+(n—2)+(n—1))+n2=—wjun2= ”("2+ ),
Zavér. Hledany soucet je s, = —%n (n+1) pro n sudé a s,, = %n(n—i—l) pro n liché.

Uloha 3 (tiroveri 3)
Predpokladané znalosti: aritmeticka posloupnost, soucet prvnich nékolika ¢le-
nu aritmetické posloupnosti, vzorec pro rozklad rozdilu tretich mocnin ¢isel

Vypoctéte soudet s, =1-2—2-3+3-4—4-5+...4+(=1)"""n-(n + 1) pro libovolné
prirozené cislo n. Ulohu feste zvlast pro n sudé a n liché.

Reseni
e Pro n sudé je

$p=1-2—-2-343-4—4-5+...—n-(n+1)=
=(1-2-2-3)+(3-4-4-5)+...+((n=1) n—n-(n+1)) =
=(2-1-3))+(4-3=5))+...+(n-(n—1-n—1)) =

1 2
=—2-(2+4+...+n):—25%(“2):__”(”; )
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e Pro n liché je

Sp=1:2—-2-343-4—4-54+...—(n—1)-n+n-(n+1)=
=(1-2-2:3)+(34-4-5)+...+(n—=2)(n—1)—(n—1)n)+n(n+1)=

n—1)(n+1 —n+1+2n n+ 1)
U VIR | SR _mt1?
2 2 2
Zdvér. Hledany soucet je s, = —3n (n+2) pro n sudé a s, = £(n + 1)? pro n liché.

Zdroj: sborniky matematické olympiady
Obrazovy material:
Autor: doc. RNDr. Jaroslav Zhouf, Ph.D.; jaroslav.zhouf@pedf.cuni.cz

103



Gradované ulohy

Tematicky okruh RVP G: Zavislosti a funkéni vztahy
Klicové pojmy: soucet clent posloupnosti, dikaz matematickou indukci

Uloha 1 (tiroven 1-2)
Predpokladané znalosti: posloupnost, soucet prvnich nékolika ¢lenti posloup-
nosti, dikaz matematickou indukei

Matematickou indukci dokazte, Ze pro vSechna suda cisla n plati rovnost

12-22432 424+ (n—1)°—nP=-In(n+1).

ReSeni
Pro n = 2 rovnost plati, nebof 12 — 22 = —% -2 3.
Predpokladejme, ze pro libovolné, ale pevné sudé ¢islo n plati rovnost
12-22 432424+ 4+ (n—1)°-nt=-In(n+1)
a dokazme, ze plati pro n + 2 rovnost
PP-22 432 424 4+ (n—1) =Pt (1)~ (n+2°=-L(n+2)(n+3).
Provedeme postupné nasledujici apravy

1222432424 4+ (n—-17=n’+n+1)>=-(n+2)7°=
:—%n(n+1)+(n+1)2—(n+2)2:
=—inn+)+((n+1)—(n+2)(n+1)+n+2)=—in(n+1)—(2n+3) =

=—3(n*+5n+6)=—3(n+2)(n+3).

Zdvér. Rovnost 12 — 22432 —42 4+ ..+ (n—1)> —=n? = —LIn (n + 1) plat{ pro kazdé
sudé cislo n.

Metodické poznamky
Jde o tlohu na vyuziti dikazu matematickou indukei. Jeji vyssi obtiznost je
v tom, ze matematickd indukce probiha s krokem 2.

Uloha 2 (troveii 2)
Predpokladané znalosti: posloupnost, soucet prvnich nékolika clent posloup-
nosti, dikaz matematickou indukei

Matematickou indukeci dokazte, ze pro vSechna suda c¢isla n plati rovnost

1:2+43:445-6+...+(n—1)n=23n(n+2)(2n—1).
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ReSeni
Pro n = 2 rovnost plati, nebot 1-2 = % -2-4-3.
Predpokladejme, Ze pro libovolné, ale pevné sudé ¢islo n plati rovnost

1-2+43-445-6+...+(n—1)n=5n(n+2)(2n—1)
a dokazme, ze plati pro n + 2 rovnost
1-243-445-6+...+(n—1n+n+1)(n+2)=15n+2)(n+4) (2n+3).
Provedeme postupné nasledujici apravy

1:243-445-64+...+(n—1)n+n+1)(n+2)=
= 5n (n+2)(2n—1) (n+1)(n 2) =
=5 (n+2)(n2n—1)+12(n+1))
=5 (n+2) (20" +1In+12) = &5 (n+2) (n+4) 2n + 3).

Zdvér. Rovnost 1-2+3-445-6+ ...+ (n—1)n = $n(n+2) (2n — 1) plati pro
kazdé sudé cislo n.

Metodické poznamky
Jde o tdlohu na vyuziti dikazu matematickou indukei. Jeji vyssi obtiznost je
v tom, ze matematicka indukce probiha s krokem 2.

Uloha 3 (troveii 3)
Predpokladané znalosti: posloupnost, soucet prvnich nékolika ¢lenti posloup-
nosti, vzorec pro rozklad rozdilu tretich mocnin ¢isel, ditkaz matematickou indukei

Matematickou indukci dokazte, ze pro kazdé sudé cislo n plati rovnost
P22 43434+ (n—1)° —n*=-1n*(2n+3).
Vysledek ovérte diikkazem primym, kde vyuzijte vysledki z tloh 1 a 2.
ReSeni
Pro n = 2 rovnost plati, nebot 1% — 23 = —1.2%. 7.
Predpokladejme, ze pro libovolné, ale pevné sudé ¢islo n plati rovnost
PB-2243 434 4+ (n—1°-n®=-1n*(2n+3)
a dokazme, ze plati pro n + 2 rovnost
B-2438 B4 =1 =P+ - m+2?=-1(n+2°2n+7).
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Provedeme postupné nasledujici apravy

P-243 24 +m-1°-nP+m+1)°—n+2)°=
=122 +3)+n+1°-(n+2)°=
=123+ m+1-n-2)(n+ 1)’ +(n+1)(n+2)+(n+2)?) =
=—In"(2n+3) = Bn* +9In+7) = -1 (2n® + 15n” 4 36n + 28) =
= —1(2n® + 15n% + 36n + 28) = —1 (n+2) (2n* + 11n + 14) =
=—1m+2@n+7).

Zdvér. Rovnost 13 =234+ 33—43 4. +(n—1)°—n3 = —1n? (2n + 3) plati pro kazdé
sudé cislo n.

Zdroj: archiv autora
Obrazovy material:
Autor: doc. RNDr. Jaroslav Zhouf, Ph.D.; jaroslav.zhouf@pedf.cuni.cz
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Gradované ulohy

Tematicky okruh RVP G: Zavislosti a funkéni vztahy
Klicové pojmy: posloupnost, aritmetickd posloupnost

Uloha 1 (troveri 1)
Predpokladané znalosti: soucet prvnich n ¢lenti aritmetické posloupnosti, arit-
meticka posloupnost

V tadcich tabulky jsou uvedeny nékteré informace o aritmetickych posloupnostech.
Doplnte chybéjici udaje.

al dlinl|a,| sp
—12 15 | 456

41 -05 0

81 69 | 356

2 32 | 119

Reseni
Pouzijeme vztah pro soucet prvnich n ¢lent aritmetické posloupnosti

Sp = g (a1 + ay) (1)

a dale predpis pro n-ty ¢len aritmetické posloupnosti
an =a;+ (n—1)d. (2)

V prvnim fddku tabulky dle vztahu (1) plati 456 = % (a1 + 15), vyjadiime a; pomoci
n. Pouzijeme (2) a dostaneme

a1+ (n—1) - (=12) = 15,

tedy a; = 3412n. Dosadime za a;, ziskdme 456 = 4 (3 4 12n + 15). Po tipravé dostaneme
kvadratickou rovnici 2n? + 3n — 152 = 0 s jedinym kladnym koifenem n = 8. Dopo¢itame
a) = 99.

V druhém radku dosadime do vztahu (1)

0= g(4+4+(n—1)-(—075))7

dostdvame opét kvadratickou rovnici n? — 17n = 0 s kladnym kofenem n = 17. Dopodi-
tame a, = —4.

Ze ttetiho radku opét pouzijeme vztah (1) a dostavame 356 = % (a1 + 69), vyjadiime
a1 = 20. Dopocitame d = 7.

Ctvrty fddek tabulky prevedeme dle vztahu (1) 119 = 2 (2 + 32), dostaneme n = 7,
ad=>o.
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aq d| n an | Sp
99 | —12 | 8 15 | 456

20 7| 8| 69356
2 51 7] 321119

Uloha 2 (troveti 2)
Predpokladané znalosti: aritmeticka posloupnost, soucet prvnich n ¢lenu arit-
metické posloupnosti

V polich obdélnikové tabulky s m fadky a n sloupci je zapsano mn realnjrch ¢isel. Cisla
v kazdém tadku i v kazdém sloupci tvori po sobé jdouci ¢leny aritmetické posloupnosti.
Urcete soucet S vsech ¢isel tabulky, znate-li soucet s ¢tyt ¢isel, kterd jsou zapsana v jejich
¢tytech rohovych polich.

Reseni

Zadani odpovida tabulka

Ay | A | | A,
Agp | Ago | ... | Agy
A1 | A2 | .. | A

Ze zadani vime, ze Ay + A1, + Al + A = 8, dale mizeme vyjadrit soucty v jed-
notlivych radcich
n
s1=75 (A1 + A1),

n
s2=5 (Ag1 + Agp) s

n

Sm = 5 (Aml + Amn) .
a podobné lze vyjadrit i soucty v jednotlivych sloupcich (napiiklad soucet ¢isel v prv-
nim sloupci Ize zapsat 5 (A1 + A ). KdyZ secteme vsechny radkové soucty, dostaneme
soucet vsech cisel v tabulce

S=51+83+ ...+ 5,
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Dosadime ze vztaht (3)
n
S = E(All+A1n+A2+A2n+---+Am1+Am2)7
vyuzijeme toho, ze mizeme vyjadrit soucty ve sloupcich a ¢isla v zévorce uspotradat

S=g(A11—|—A21—|—...+Am1—|—A1n+A2n+-~+Amn)=

n/m m
=35 <_ (All + Aml) + = (Aln + Amn)) s
2 \2 2
vytkneme 3 a dostdvdme po tpravé S = imns.

Zaver. Hledany soucet ¢isel v tabulce je S = imns.

Uloha 3 (tiroveii 3)
Predpokladané znalosti: aritmeticka posloupnost, soucet prvnich n ¢lent arit-
metické posloupnosti

Jsou déna prirozena ¢isla m, n a aritmeticka posloupnost, ve které je soucet prvnich
n ¢lent roven souctu prvnich m ¢lent (m # n). Uréete soucet prvnich m + n ¢lent této
posloupnosti.

Reseni
Pouzijeme vztah pro soucet prvnich n ¢lent aritmetické posloupnosti

Sp = g (a1 + ap) . (4)

Dle (4) vyjadiime s, a sp,

sn:g(al-l—al—l—(n—l)-d) :g(Zal—l—(n—l)-d),
%(Qal—l—(m—l)-d).

Ze zadani vime, ze s, = s,,. Plati tedy

g(2a1+(n—1)-d): %(Zal-l—(m—l)-d).
Po upravach dostavame
209 = —d(m+n-—1). (5)

109



Vyjadiime si soufet prvnich m + n ¢lent Spin = 24 (2a1 + d (m +n — 1)) a ze vatahu
(5) dosadime za 2aq, tedy

+
sm+n=m2 "—dtm+n—-1)+dm+n—1))=0.

Zdver. Soucet prvnich m + n ¢lent této posloupnosti se rovna 0.

Zdroj: archiv autora — priklady 1, 2; priklad ¢. 3 byl v roce 1990 maturitnim prikladem
¢. 4b v pisemné maturitni zkousce z matematiky pro tiidy gymnazii se zamérenim oboru
01-Matematika

Obrazovy material:

Autor: RNDr. Lenka Machkovd; machkova@gjkt.cz
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Gradované ulohy

Tematicky okruh RVP G: Zavislosti a funkéni vztahy
Klicové pojmy: geometrickd posloupnost

Uloha 1 (troveti 1)
Predpokladané znalosti: vztahy mezi ¢leny geometrické posloupnosti, feseni
exponencialnich rovnic

Kolika zptisoby 1ze mezi ¢isla 1 a 4 096 vlozit nékolik prirozenych ¢isel, abychom ziskali
¢leny geometrické posloupnosti?

Reseni
Oznacme a; = 1 a a, = 4096. Jsou-li vSechny ¢leny posloupnosti prirozené, je také
kvocient prirozené ¢islo. Proto

an a1 = ¢ =4096 = 212,

Kvocient je proto mocninou ¢isla 2 a ¢islo n — 1 je délitelem ¢isla 12, tj. jednim z ¢isel 1,
2, 3, 4, 6, nebo 12.

Je-li n = 13, pak je ¢ = 2, je-lin = 7, pak je ¢ = 22 = 4, je-li n = 5, pak je
qg=2% =28, jelin =4, pak je ¢ = 2* = 16, je-li n = 3, pak je ¢ = 20 = 64 a je-li
n =2, pak ¢ = 2'2 = 4096, v tomto piipadé viak nevkladdme mezi krajni hodnoty zadné
prirozené cislo. Celkové tak existuje 5 moznosti.

Zaver. Mezi dand c¢isla 1ze vlozit nékolik prirozenych ¢isel dle zadani lohy 5 zptsoby.

Metodické poznamky
Reseni ulohy je zalozeno na vhodném vyjadreni clenti geometrické posloup-
nosti a reseni jednoduché exponencidlni rovnice.

Uloha 2 (tiroveti 2)
Predpokladané znalosti: vztahy mezi cleny geometrické posloupnosti, reseni
exponencialnich rovnic, délitelnost

Mezi ¢isla 1 a 4096 bylo vlozeno nékolik prirozenych ¢isel tak, aby dand ¢isla (véetné
¢isel 1 a 4096) tvorila ¢leny geometrické posloupnosti, pficemz soucet vsech cleni byl
roven 4 369. Urcete tato vlozena cisla.

Reseni

Soucet prvnich n ¢lenit geometrické posloupnosti je dan

q" —1
Sp = a
n 1 q_la
q" —
4369 =1 - p— =" T+



odkud dostaneme rovnici
4368 ="'+ q" P+ .. ¢ =q- (" P+ P+ g+ 1)

Cislo q je tedy délitelem ¢isla 4368 = 24 -3-7-13. Je-li ¢ sudé, je vyraz v zévorce lichy,
proto jedinou moznosti je ¢ = 16k. Protoze 4096 je mocninou ¢isla 2, musi byt ¢ také
mocninou ¢isla 2. Jedinou moznosti je proto ¢ = 16, odkud snadno dopocteme n = 4
a mezi krajni hodnoty vkladame cisla 16 a 256.

V pripadé lichého ¢ by n-ty ¢len posloupnosti byl mocninou lichého prirozeného cisla,
timto ¢islem je ale 4096. Pro liché ¢ iloha nema TesSeni.

Zaveér. Mezi dana c¢isla je nutno vlozit 16 a 256.

Metodické poznamky
Reseni tlohy je zaloZeno na délitelnosti sou¢tu pifslusnych ¢lent geometrické
posloupnosti. Vhodny délitel musi byt mocnina cisla 2.

Uloha 3 (tiroveti 3)
Predpokladané znalosti: vztahy mezi ¢leny geometrické posloupnosti, expo-
nencialni funkce
Urcete nejmensi pocet prirozenych ¢isel, ktery lze vlozit mezi ¢isla 1 a 4096 tak, aby
ziskané ¢leny tvorily geometrickou posloupnost, pficemz jednim ze ¢lentt je &islo 128+v/2.

ReSeni

Podil ¢lentt 1 a 128v/2 je roven 128v/2. Podil ¢lenit 128v/2 a 4096 je roven 164/2.
Hledany kvocient musi byt nejvétsim spole¢nym zékladem obou &isel 128v/2 a 161/2,
pricemz exponent je celoc¢iselny. Protoze

198V2 = 27V2 = Va5 = V23" & 16v2 = 2V2 = V29 = V25,

je spolefnym nejvétsim spolecnym zdkladem &sel ziejmé ¢ = v/23. Mezi krajni hodnoty
je t¥eba doplnit ¢isla 2/2, 8, 16v/2, 64, 128v/2, 512 a 1024+/2.

Mezi dand ¢isla tak musime vlozit alespon 7 cisel.
Zaveér. Mezi dana cisla je treba vlozit alespon 7 prirozenych cisel.
Metodické poznamky

Reseni tlohy je zaloZeno na vhodném zapisu podilu pifslusnych ¢lenti geome-
trické posloupnosti.

Zdroj: archiv autora
Obrazovy material:
Autor: Mgr. Radek Horensky, Ph.D.; horenskyQgymst.cz
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Gradované ulohy

Tematicky okruh RVP G: Zavislosti a funkéni vztahy
Klicové pojmy: geometricka posloupnost, posloupnost zadana rekurentné

Uloha 1 (troveii 1)
Predpokladané znalosti: geometricka posloupnost, kvocient geometrické po-
sloupnosti, pocitani s odmocninami
Cisla /7, ¥/7, ¥/7 jsou t¥i po sobé jdouc ¢leny geometrické posloupnosti. Vypoditejte
jeji nasledujici clen.

ReSeni

Oznacéme zx nésledujici ¢len dané posloupnosti. Druhy ¢len posloupnosti je nenulovy,
kvocient této geometrické posloupnosti je tedy také nenulovy a podil jejich dvou po sobé
jdoucich ¢lent je konstantni, tedy plati

VT_VT_ e

vToVT VT

Ovérime, ze podil prvnich dvou a druhych dvou ¢leni je stejny

&l 11 1 1
—:73 2 :7 6 :—,
VT VT
6

VT _ 3 L
&l V&l

Kvocient této geometrické posloupnosti je tedy roven {%ﬁ a plati

= x=1.

x 1
VT VT
Zaver. Nasledujici ¢len dané geometrické posloupnosti je 1.

Metodické poznamky
V tloze vyuzijeme kromé vlastnosti geometrické posloupnosti také pocitani
s odmocninami.

Uloha 2 (troveii 2)
Predpokladané znalosti: geometricka posloupnost, kvocient geometrické po-
sloupnosti, feseni soustavy rovnic

Najdéte viechna redalnd &sla a, b tak, aby &sla a, 16, Vb, a2b tvofila (v tomto poradi)

geometrickou posloupnost.
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ReSeni
Kvocient geometrické posloupnosti je nenulovy, podil jejich dvou po sobé jdoucich
¢lenu je konstantni, plati tedy

16 Vb a®b

—=— = 0, b # 0.

Ty AL 7
Z rovnice %; = % po vynésoben{ spole¢nym jmenovatelem 16v/b dostdvame b = 16a2b.
Protoze b # 0, je a®> = %, tedy a = :I:% . Vzhledem k tomu, Ze druhy a treti Clen

posloupnosti jsou kladné ¢isla (az = 16, a3 = Vb > 0), je i kvocient této posloupnosti
kladné ¢islo, a tedy i prvni ¢len musi byt ¢islo kladné (a; = a > 0), tzn. a = }1.
Z rovnice % = ‘1/—65 po vynasobeni spole¢nym jmenovatelem 16a dostavame av/b = 256

a po dosazeni a = ;11 je Vb = 1024, tedy b = 1048 576.

Metodické poznamky
V dloze vyuzijeme vlastnosti geometrické posloupnosti.

Uloha 3 (troven 2-3)
Predpokladané znalosti: rekurentni zadani posloupnosti
Posloupnost 1,1,0,1, —1,... splinuje nasledujici podminky. Prvni dva ¢leny a; a as
jsou rovny 1. Tiet{ ¢len je rozdilem predchéazejicich dvou ¢lent, tj. ag = a; — as. Ctvrty
¢len je souc¢tem predchazejicich dvou ¢lent, tj. ay = as+as. Dale a5 = ag—ay, ag = ag+as
atd. Najdéte soucet prvnich 100 ¢lenti této posloupnosti.

Reseni

Urcéime prvnich nékolik ¢lenti zadané posloupnosti

CL1:1, a8:a6+a7:—1,
as =1, ag = a7 —ag = 0,

as = 0, alg =ag +ag = —1,
ag =1, ay; = ag —aypp = 1,
as = —1, ajz = ajg +ap; =0,
ag =0, a3 = ayp — ayz = 1,
ar = as —ag = —1, a4 = a2 +a3 = 1.

Vidime, ze pocinaje 13. ¢lenem posloupnosti se hodnoty opakuji. Soucet prvnich dvanacti
¢lent je roven 0 (a; + as + ... + ajz = 0), tedy soucet a; + az + ...+ ags = 0 (96 je
nasobek ¢islal2). Stac¢i urcit cleny agr, ags, agg, ajgo & jejich soucet je zaroven souctem
prvnich 100 ¢lent zadané posloupnosti. Vzhledem k tomu, ze hodnoty ¢lenti posloupnosti
se opakuji, dostavame

agr =1, agg =1, agg =0, ayp =1,
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a soucet
a1+ as + ...+ ajgo = a9y + agg + agg + a1gg = 3.

Posloupnost redlnych funkei fi (x), fo (x), f3 (x), ... vyhovuje pro kazdé realné ¢islo
x a vSechna prirozena cisla n nasledujicim dvéma podminkam

f@=z a fonl)=—

1= fo(z)
Urcete f2011 (2011)

ResSeni

Urcéime prvnich nékolik ¢lenti zadané posloupnosti funkci

fi(z) =z,

fQ(x):l—}l(x)zlix’
fg(x)zl—}z(x)zl—lﬁ:1;;;1:_1:6’
fie) = — ' = == (@)

Tl file) e EE
Vidime, Ze pocinaje ¢tvrtym clenem se cleny posloupnosti opakuji, tedy

fa010 () = f5 (2) (protoze 2010 je nasobek 3).
Odtud pro vSechna realné ¢isla = plati

fa011 (CE) = h (90) =7,

takze

fa011 (2011) = f1 (2011) = 2011.




Zdroj: zadani soutéze Matematicky klokan 2010-2012, kategorie Student, Mathrace 2012,
sada 1

Obrazovy material:

Autor: Mgr. Ivana Machacikova; machacikova@gymzl.cz
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Gradované ulohy

Tematicky okruh RVP G: Zavislosti a funkéni vztahy
Klicové pojmy: primérna rychlost

Na vrchol hory vystupuje turista prumérnou rychlosti 3km/h. Z vrcholu hory se
turista vraci zpét stejnou cestou na puvodni misto prumérnou rychlosti 4,8 km/h. Jakou
prumérnou rychlosti jde celou trasu?

ReSeni

Oznacime-li vy, t; a s rychlost, ¢as a drahu vystupu, respektive vo, to a s rychlost,
Cas a drédhu sestupu, pak t; = s/vi,to = s/ve. Obé cesty, nahoru i dolu, turista jde
prumérnou rychlosti

2 2 1
S+ s S S _ _37.

Chkn s TUE T T T T II T
LI v v 2\3 48

Zaver. Celou trasu turista jde praumérnou rychlosti 3,7 km/h.

Proti sobé vyjel z mista A v 10 hodin osobni automobil rychlosti 80 km/h, v 10:15
hodin vyjel z mista B nakladni automobil rychlosti 72km/h. Mezi A, B je vzdalenost
96 km. V kolik a kde (od A) se auta setkaji?

Resenti
Osobni automobil ujede za ¢as t hodin rychlosti v km/h vzdédlenost sy = vy - ¢ km.
Nakladni automobil vyjede o ¢tvrt hodiny pozdéji nez osobni auto. Nakladni automobil
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ujede za Cas (t — 1/4) hodin rychlosti vy km/h vzdélenost s; = vo(t — 1/4) km. Podle
zadani ulohy plati
$1 + s9 = vzdalenost mezi A, B;
80t + 72 (t — i) = 96.
Resenim této linedrni rovnice o neznamé t dostaneme
t=0,75h=45min a s; =0,75-80 = 60km.

Zdaver. Auta se setkaji v 10 h 45 min ve vzdalenosti 60 km od mista A.

Uloha 3 (tiroveti 3)
Predpokladané znalosti: prumérna rychlost
Na kruhové draze vyjeli z téhoz mista A v témz okamziku v opacnych smyslech dva
cyklisté. Pomalejsi, ktery jel rychlosti 6 m/s, potkal druhého cyklistu v prvnim svém
okruhu dvakrat, v druhém okruhu trikrat, v tfetim okruhu zase dvakrat, pritom vzdycky
mimo misto A. Najdéte co nejuzsi meze pro rychlost druhého cyklisty.

ReSeni

Je-li t; doba (méfend v sekundach od pocatku jizdy), v které se oba cyklisté potkali
po k-té, je

6ty + vty =k - s,

kde s je délka kruhové drahy v metrech a v rychlost druhého cyklisty v m/s. Odtud
ks
C6+u
Protoze s/6 je doba, za kterou projel pomalejsi cyklista jednou kruhovou drdhu, pak
podle textu tulohy

lk

A A T
2 6 3 5 6 65 7 6 8-

Dosadime-li za t;, k= 2,3,5,6,7,8 dostaneme
2s S 35 55 2s 65 7s 35 8s

< < < < < — < .
6+v 6 6+0v 6+v 6 6+0v 64+v 6 6+
Odtud po uprave

6<v<l12, 9<wv<12, 8<wv<l10.
takze 9 < v < 10. Co nejuzsi meze pro rychlost druhého cyklisty jsou 9 a 10.

Zaver. 77777777Rychlost druhého cyklisty je mezi 9 a 10m/s v celych ¢islech.

Metodické poznamky
Uloha je velmi naro¢nd. Vyzaduje abstraktni mysleni. Na druhé strané jde
o praktickou zalezitost. Pracuje se s odhady.

Zdroj: archiv autora
Obrazovy material:
Autor: doc. RNDr. Josef Zednik, CSc.; josef.zednik@centrum.cz

118



Gradované ulohy

Tematicky okruh RVP G: Zavislosti a funkéni vztahy
Klicové pojmy: procento, geometrickd posloupnost, soucet prvnich n ¢lentt geometrické
posloupnosti, terminovany vklad, urok, dan z urokt, irokova mira, urokovaci obdobi

Uloha 1 (troveii 1)
Predpokladané znalosti: procenta
Pani BenesSova ulozila do banky na terminovany vklad c¢astku 100000 K¢ na jeden
mésic. Urok ¢inf 2,4% p.a. Pokud pani Benesova vklad neukonéi, bude se automaticky
znovu obnovovat (tzv. revolving). Urocit se ale bude jenom vlozend &dstka 100000 K¢.
Dan z troku je 15 %. Kolik K¢ pripise banka po pravidelném opakovani za pul roku?

ReSeni

Zkratka p. a. (per annum) znamend, ze irokovad mira se vztahuje na jeden rok. Na
jeden meésic je arokova mira 2,4 - % %. Za jeden mésic banka pripise 100 000-0,024 - 1—12 Ke,
ale 15% je dan z uroki, takze ve skutecnosti pripise 100000 - 0,024 - 1—12 - 0,85 = 170 K¢.
Za pul roku je to 170 - 6 = 1020 K¢.

Zaver. Po pil roce pripise banka 1020 K¢.

Uloha 2 (troveii 2)
Predpokladané znalosti: procenta, mocniny
Pan Hornik ulozil do banky na terminovany vklad na pét let s revolvingem c¢astku
50000 Ké. Banka troci ¢tvrtletné, trok ¢ini 2,35 % p. a., dan z turoku je 15 %. Kolik korun
mu po péti letech banka vyplati?

Reseni

Urok 2,35 % se vztahuje na jeden rok, na ¢tvrt roku je 2’735 %. Po 1. ¢tvrtroce banka

pripise 50000 - %4235 K¢, ale 15 % je dan z uroku, takze ve skutec¢nosti pripise 50000 - % .
- 0,85 K¢, takze na uctu bude

0,0235

0,0235
50000 + 50000 - 4 0,85 = 50000 - (1 + =

.0, 85).

Po 2. ¢tvrtroce bude na uctu

0,0235 0,0235 0,0235

50000 - (1 + £0,85) 4 50000.(1 + -0,85) - -0,85 =

0,0235 0,0235 0,0235

2
-0,85) = 50000 - (1 + 1 0,85) .

= 50000 - (1 + .0,85) - (1 +
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Uroceni se bude opakovat dvacetkrat (5-4 ¢tvrtleti). Po 20. étvrtroce bude na termi-

novaném vkladu
0,0235

20
20000 (1 + . 0,85) = 55238 K¢.

Zaver. Po péti letech banka vyplati panu Hornikovi 55 238 K¢.

Uloha 3 (tiroveti 2)
Predpokladané znalosti: procenta, soucet prvnich n ¢élenti geometrické po-
sloupnosti
Pani Trefna si zalozila od ledna sporici tcet a posila na néj z bézného uctu kazdy
mésic 2000 K¢. Banka trodi ¢tvrtletné trokem ve vysi 1,5 % p. a., dan z aroku je 15 %.
Kolik K¢ bude mit pani Trefna na ic¢tu za dva roky? Je tento bankovni produkt pro pani
Trefnou vyhodny?

ReSeni

1,5% je ro¢ni trokovéa mira, trok za ¢tvrt roku ¢inf 1,5 - 1 %. Urokovani probéhne
celkem osmkrét (2 -4 = 8).

Po 1. ¢tvrtroce banka pripise 6000 - 0,015 - %Ké, ale 15 % je dan z uroku, takze ve
skutecnosti pripise 6000 - 0,015 - i - 0,85 K¢. Na ucétu tedy bude

6000 + 6000 - 0,015 - % - 0,85 = 6000 - (1 4 0,015 - 1 - 0,85) K¢.
Po 2. ¢tvrtroce prijde dalsich 6000 K¢ a banka opét provede trokovani

(6000 - (14 0,015 -
= 6000 - (1 + 0,015 -

+0,85) + 6000] - (1 + 0,015 -
-0,85)% + 6000 - (1 + 0,015 -

-0,85) =
-0,85) K&,

N LN [

1
4
1
1

Atd., az po 8. ¢tvrtroce

e

6000 - (1+0,015-1.0,85) +6000- (140,015-4-0,85)" +... 46000 - (1+0,015- % -0,85) =
, +...

4

= 6000- | (140,015 §-0,85)" + (140,015 §-0,85) + ...+ (1+0,015- § - 0,85)| Ke.
Cleny v zévorce tvoif 8 ¢lenti geometrické posloupnosti, kterou se¢teme podle vzorce
pro soucet geometrické posloupnosti s, = al.q;—_ll, pritom a; = (1 + 0,015 - Zi . 0,85) a
qg=(1+0015-1-0,85)

1 8_
Naspofend castka je 6000 - (1+ 0,015 1. 0,85) - (1400153 0.85) -1

0,015-%-0,85

= 48694 K¢.

Zaver. Pani Trefnd bude mit za dva roky na uctu 48 694 K¢. Tento bankovni produkt
neni prilis vyhodny, protoze trokova mira je nizsi nez inflace, takze penize ztraceji svoji
hodnotu.
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Uloha 4 (tiroveti 3)
Predpokladané znalosti: procenta, soucet prvnich n ¢lent geometrické po-
sloupnosti, vypocet rovnice

Pan Burian si zalozil rentovy tcet s urokovou mirou 2% p. a. a bude sporit 2 200 K¢
meésicné po dobu 20 let. Po dobu 10 let pak bude pobirat mési¢ni rentu. Urokovaci obdobi
banky je jeden mésic. Dail z tirokt je 15 %.

a) Kolik korun pan Burian celkem naspoti?
b) Jaké je vyse mési¢ni renty?
¢) Kolik korun bude panu Burianovi celkem vyplaceno?

Reseni

a) Uroceni probéhne 240krat (20.12 = 240).
Po 1. mésici bude na uctu

2200 - (1+0,85-0,02- 15) K¢.
Po 2. mésici bude na uctu

(2200 - (14 0,85-0,02 - &) + 2200(novy vklad)] - (14 0,85-0,02- 35) =
—2200- (140,85-0,02- %)% +2200- (14 0,85-0,02 - &) K&

Po 240. mésici bude na ucétu

240 239
) )

2200-[(1+0,85-0,02-% +(1+0,85-0,02- 15 +...+(1+0,85-0,02-%)} Ke.

Cleny v zévorce tvori 240 ¢lentt geometrické posloupnosti, kterou se¢teme podle vzorce
pro soucet geometrické posloupnosti s, = al%, kde a; = (1 +0,85-0,02 - 1—12) a
_ 1
q= (1 +0,85-0,02 - ﬁ)
Celkova castka tedy je

(14+0,85-0,02- £)*° —1
0,85-0,02- %

2200+ (1+0,85-0,02 - 75) - = 629225 K¢.

b) Predstavme si, ze ve vybérové fazi klient mésiéni rentu, jejiz vysi oznacime 7, nechava
v bance jako produkt ke sporeni po dobu 10 let. Na konci bude mit nasporenou castku

0,02 L)'20
r- <1+0’§ Z;’g ?)211) L K&. Tato &éstka je stejna jako c¢astka, na kterou by vzrostl vklad
K b 12
629225 K& 7a 10 let, tj. 629225 - (1+0,85-0,02 - )" Ke.
120 (140,850,02-5) "1

Odtud dostdvame rovnici 629225 (1 + 0,85 - 0,02 - 75)

1
0,85-0,02- 15

629225 -0,85- 0,02 75 - (1+0,85-0,02 - 75
f]" =
(14+0,85-0,02- 5)* —1
r = 5706 K¢ (presnd hodnota je 5705,569048)

)120
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¢) 5705,569048 - 120 mésictu = 684 668,2858 K¢

Zavér. Pan Burian naspori ¢astku 629 225 K¢, vyse mésicni renty bude 5706 K¢ a cel-
kova vyplacena castka bude 684 668 K¢.

Zdroj: archiv autora,

Odvérko, O.: Ulohy z financni matematiky pro stiedni $koly, uéebnice pro stiedni koly,
1. vyd., Praha: Prometheus, 2005.

Obrazovy material:

Autor: PaedDr. Nadézda Kubesovd; kubesova@gop.pilsedu.cz
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Gradované ulohy

Tematicky okruh RVP G: Zavislosti a funkéni vztahy
Klicové pojmy: geometricka posloupnost

Uloha 1 (droveti 1)
Predpokladané znalosti: geometricka posloupnost, procenta

Pan Pilny ulozil na zacatku roku 25000 K¢. Banka mu garantuje po dobu 5 let ne-
ménny Cisty roéni trok 1% (po zdanéni 15 %).

a) Jakou ¢astku bude mit pan Pilny na a¢tu na konci patého roku, jestlize nevybere ani

neulozi zadné dalsi penize a trok si nechd vzdy na konci roku pfipsat na tucet?
b) Kolik za tuto dobu zaplati banka na trocich?

ReSeni
Jedna se o slozené urokovani. Pocatecni vklad Iy = 25000 K¢.
Na konci prvniho roku se navysi ¢astka o 1% z 25000 K¢, tj. o 250 K¢, tedy

I, =1y+ 1y-0,01 = Iy - 1,01;
Na konci druhého roku se ¢astka 25250 K¢ opét navysi o 1%, tedy o 252,50 K¢,
IL=1-101=1-1,012

na konci kazdého dalsitho roku se zvysi ¢dstka oproti roku predchazejicimu o 1%, te-
dy 1,01krat. Céstky na konci roku tvoii geometrickou posloupnost s prvnim ¢lenem I,
a kvocientem ¢ = 1,01. I5 je paty clen této posloupnosti

I=I-¢"=1-q-q,

po dosazeni 25000 - 1,01° = 26 275.
Na konci patého roku bude na uctu 26 275 K¢, tedy ¢isty urok za celou dobu bude
1275K¢, coz je ¢astka po odecteni 15% dané (85 % z Castky, kterou zaplati banka na

urocich), 100 % c¢astky je
1275 K¢

=1 K¢.
0.85 500 K¢

Zaver. Pan Pilny bude mit na konci patého roku na uctu 26 275 K¢, banka zaplati na
urocich 1500 K¢.

Metodické poznamky
Uloha tzv. finanéni matematiky je jednoduchym prikladem na uziti geomet-
rické posloupnosti.
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Uloha 2 (tiroveii 1-2)
Predpokladané znalosti: geometrické posloupnost, slozené urokovani
Pan Stastny vyhral jisty obnos. Rozhodl se, Ze jej daruje svému pravé narozenému
synovi. Proto na zac¢atku roku ulozil vyhru do banky. Jaky neménny roc¢ni trok (s pres-
nosti na setiny) by musela banka vyplécet, aby se nejpozdéji na konci 20. roku po vlozeni
penéz, jeho vklad zdvojndsobil? (Dari z aroku je 15 %)

Reseni

Céstka na konci dvacatého roku je dvojnasobkem pivodni ¢astky, tedy g = 21
a zaroven Iy = Iy - ¢*°, kde Iy je 20. ¢len posloupnosti s prvnim élenem I; = Iy - ¢
a kvocientem

P
—1+-2 085
=1+ 100 ">

tedy
20 V2 -1)100
) N p:—(f ) = 4,15,

p
2:<1 — - 0,85
* ’ 0,85

100

Zdvér. Banka by musela nabizet urok 4,15 %.

Metodické poznamky

Na zakladé tlohy je mozno rozpoutat diskusi nad aktualnimi droky, které
nabizeji jednotlivé banky, popr. zadat 1ikol zjistit tyto troky a vyuzit je k sestaveni
a Teseni dalsich uloh.

Uloha 3 (tiroveii 2-3)
Predpokladané znalosti: geometricka posloupnost — soucet prvnich n ¢lend,
exponencialni rovnice, logaritmus
Pan Sporivy na zacatku kazdého meésice posila do banky 2 000 K¢. Banka nabizi ro¢ni
trok 1,5%. Daii z troku je 15%. Uroky jsou piipisovany na konci kazdého mésice. Za
jak dlouho bude mit naspotfeno 100000 Kc¢? (Penize si chce vybrat na konci mésice po
pripséani troku.)

ReSeni
Vysledna castka je souctem geometrické posloupnosti ¢astek na konci jednotlivych

mésict. Cisty mésiéni drok je
0,015 - 0,85

= 0,0010625.
12 ’

Pocatecni vklad Iy = 2000 K¢ bude tirocen n-krat, vzroste tak na 2000 - 1,0010625™ K¢.
Dalsi ¢len bude tirocen jiz jen (n — 1)-krat, posledni pak pouze jedenkrat.
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Jednotlivé mésiéni vklady po prislusném ziroceni tvori geometrickou posloupnost.
Vysledna ¢astka bude jejich souctem. Plati tedy

1,0010625" — 1
100000 = 2000 - 1,0010625 - —a50652—

odkud
0,053125

1,0010625

Exponencidlni rovnici lze fesit logaritmovanim

+1 = 1,0010625".

0,053125

n - log 1,0010625 = log <m

+1> = n=487.

Zaver. Pan Sporivy si muze c¢astku 100000 K¢ vybrat na konci 49. meésice, ktery
uplyne od zac¢atku sporeni.

Zdroj: archiv autora
Obrazovy material:
Autor: Mgr. Ivana Ondrackovd; ondrackova@gjkt.cz
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