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RiGzné metody reseni

Tematicky okruh RVP G: Geometrie
Klicové pojmy: kruznice, tecna, podobné trojihelniky, stejnolehlost

Uloha

Sestrojte vsechny kruznice k, které se dotykaji dané kruznice m v jejim bodé M
a soucasné primky p, kterd neni tecnou kruznice m.

Reseni 1 (tirovei 1)
Predpokladané znalosti: tecna kruznice, dotyk kruznic
Kruznice k se dotyka kruznice m v bodé M pravé tehdy, ma-li s kruznici m v bodé
M spole¢nou teénu. Odtud plyne konstrukce.

1 °q | 02
Obr. 1: Konstrukce pomoci spolecné tecny
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Postup konstrukce

1. Sestrojime te¢nu g dané kruznice m v daném bodé M a fesime misto piivodni tlohy
ulohu: Sestrojte vsechny kruznice k, které se dotykaji dané ptimky ¢ v daném bodé
M a dané primky p, ktera je rizné od q.

e Predpokladejme nejprve, ze primky p, ¢ nejsou rovnobézné. Stredy kruznic, které
se dotykaji obou z nich, lezi na osdch soumérnosti o1, oo dvojice piimek p, ¢ (na
osach hlu sevienych primkami).

e Jsou-li pfimky p, ¢ rovnobézné, potom stredy kruznic, které se dotykaji obou
z nich, lezi na ose o pasu omezeného rovnobézkami p a q.

2. Sestrojime kolmici s k primce ¢ prochazejici bodem S. Na s lezi sttedy kruznic, které
se dotykaji primky ¢ v jejim bodé M.

3. Sestrojime stredy hledanych kruznic O1, O, pripadné O jako pruseciky primky s a os
soumeérnosti o1, 0o, pripadné o, viz obr. 1.

Zaver. Jsou-li p, ¢ riznobézné, ma tloha 2 rizné reSeni. Jsou-li p, ¢ rovnobézné, ma
uloha 1 feseni. Pritom p a ¢ budou rovnobézné, pravé kdyz primka SM bude kolma
k primce p.

Metodické poznamky
Prvni z uvedenych feseni vyzaduje uvédomit si, ze dotykajici se kruznice maji
v bodé dotyku spolecnou teénu, a fesit nasledné jednodussi (znamou) tlohu.

Reseni 2 (tiroveri 1)
Predpokladané znalosti: tecna kruznice, dotyk kruznic, mnoziny bodiu dané

vlastnosti

Stredy kruznic, které se dotykaji kruznice m v bodé M, lezi na piimce SM (mimo
bod M), kde S je stred kruznice m. Bod K dotyku hledané kruznice k s ptimkou p lezi na
kolmici vedené stfedem O hledané kruznice k dané pfimce p. Pfitom plati |OM| = |OK]|.

Pro vSechny body P primky s = SM sestrojime vrchol @ (a " na polopfimce opacné
k PQ) rovnoramenného trojuhelniku M PQ, kde |MP| = |PQ| a PQ je kolma k p.
Tyto trojihelniky tvori dvé sady (v kazdé sadé navzijem podobnych) rovnoramennych
trojihelnikt, a tudiz plati, Ze vSechny body @ lezi na dvou (navzajem kolmych) primkach
prochazejicich danym bodem M.

V tomto postupu feseni budeme konstruovat body dotyku K7, Ky hledanych kruznic
k s danou primkou p.

Postup konstrukce

1. Sestrojime primku s = SM, na niz lezi stfedy kruznic, které se dotykaji kruznice m
v jejim bodé M.

2. Sestrojime jeden rovnoramenny trojtihelnik M PQ, kde P je bodem piimky s, |M P| =
= |PQ| a PQ je kolma k p.

3. Sestrojime primku by = M@ a bodem M piimku by k ni kolmou.
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Obr. 2: Konstrukce pomoci mnozin bodt

4. Déle uvazujme dva pripady:

a) Predpokladejme nejprve, ze primky p, SM nejsou navzijem kolmé. Body dotyku
K1, K5 hledanych kruznic lezi na prusecicich primek by, by s danou primkou p.

b) Jsou-li primky p, SM navzajem kolmé, potom trojihelniky M PQ splyvaji v tise¢-
ku M P, popsanou konstrukci neni mozno pouzit, ale hledanou kruznici £ snadno
sestrojime jako kruznici s primérem M7T, kde T je pata kolmice sestrojené bodem
S k primce p.

5. Stredy hledanych kruznic Oy a O jsou pak pruseciky primky s a kolmic k piimce p
prochazejicich po radé body Ki, Ks.

Metodické poznamky
Druhé z uvedenych feseni vychazi z moznosti hledat a odhadovat reseni tlohy
¢asteénymi experimenty, a proto by mohlo byt studentim blizké.

Reseni 3 (tiroveri 1)

Predpokladané znalosti: tecna kruznice, dotyk kruznic, stejnolehlost

Stiedy kruznic, které se dotykaji kruznice m v bodé M, lezi na primce SM (mimo
bod M), kde S je stied kruznice m. Bod dotyku dvou dotykajicich se kruznic je stfedem
jedné ze stejnolehlosti, v nichz je jedna z kruznic obrazem druhé z nich.

Vysledné kruznice budou obrazem dané kruznice m ve stejnolehlostech, které maji
stted v bodé M. Koeficienty téchto stejnolehlosti nezname, ale vime, ze dana primka p
bude tecnou vysledné kruznice a jeji vzor ve zminéné stejnolehlosti bude tec¢na t dané
kruznice m. Navic stejnolehlym obrazem piimky je primka rovnobézna s danou primkou,
a tudiz bude platit ¢ || p. Takové te¢ny existuji pravé dvé (t1, t2) a jejich body dotyku
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Obr. 3: Konstrukce pomoci stejnolehlosti

Ty, Ty s kruznici m jsou vzory bodu dotyku vysledné kruznice (kruznic kq, ko) s danou
primkou p. Body dotyku K7, K5 proto lezi na primkach MTy, MT.

Popis konstrukce

1. Sestrojime primku s = SM, na niz lezi stfedy kruznic, které se dotykaji kruznice m
v jejim bodé M.

2. Sestrojime body dotyku 77, T teCen tq, to kruznice m, které jsou rovnobézné s danou
primkou p (body dotyku T3, T5 jsou pruseciky kruznice m a kolmice k primce p vedené
bodem S).

3. Sestrojime primky MTy, MTs.

4. Déle uvazujme dva pripady:

a) Predpokladejme nejprve, ze primky p, SM nejsou kolmé. Body dotyku Ki, Ko
hledanych kruznic jsou priseciky primek MTy, M1, s danou primkou p.

b) Jsou-li primky p, SM kolmé, potom je jeden z bodu dotyku 77, T5 totozny s danym
bodem M a existuje jedina vysledna kruznice k.

5. Stredy hledanych kruznic O; a O jsou pak pruseciky primky s a kolmic k primce p
prochazejicich po fadé body K7, Ks.

Metodické poznamky
Tteti z uvedenych teseni se uvadi v ucebnicich jako aplikace stejnolehlosti
v Teseni konstrukénich tloh o kruznicich.

Zdroj: archiv autora, autor
Obrazovy material: dilo autora upravil Pavel Calabek
Autor: RNDr. Sirka Gergelitsovd, Ph.D.; sarka@gbn. cz



RiGzné metody reseni

Tematicky okruh RVP G: Geometrie
Klicové pojmy: stejnolehlost, podobnost, vzdalenost bodi v roviné, vzdalenost bodu
od primky

Uloha

Do pravoihlého trojihelniku ABC' s odvésnami b = |AC| = 111mm, a = |BC| =
= 148 mm je vepsan Ctverec K LM N tak, ze vrcholy K, L lezi na usecce AB, bod M nalezi
usecce BC' a bod N nélezi tsecce AC (obr. 1). Urcete délku d strany ctverce KLMN.

Reseni 1 (tiroveri 1)
Predpokladané znalosti: stejnolehlost

Délku strany Ctverce zjistime geometrickou konstrukei uzitim stejnolehlosti (obr. 1).
Sestrojime libovolny pomocny ¢tverec KoLgMgNy tak, ze jeho strana KyLg lezi na tisecce
AB a bod Ny na usecce AC.

Hledany c¢tverec K LM N je obraz ¢tverce KoLgMyNy ve stejnolehlosti se stredem A.

Bod M je prusecik poloprimky AM, a usecky BC'. Vrcholy K, L, N lezi na rovnobéz-
kach se stranami pomocného ¢tverce KoLoMyNy a na prislusnych stranach trojuhelniku
ABC.

Meétenim lze zjistit, ze délka strany ¢tverce K LM N je d = 60 mm.

C
N M
NO MO ///
e d
A Ko K Lo L B

Obr. 1

Reseni 2 (tiroveti 2)
Predpokladané znalosti: podobnost trojihelniki

Délku strany ¢tverce zjistime vypoctem s vyuzitim podobnosti trojtihelniku (obr. 2).

b=|AC|=37-3=111mm,
a=|BC| =37 4= 148 mm.

To znamena, ze pravouhly trojihelnik ABC' ma strany v poméru 3 : 4 : 5. Bez pouziti
Pythagorovy véty pak zjistime délku prepony c.

c=|AB| =37-5=185mm
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A K L B
Obr. 2

Trojuhelniky ABC, ANK, NMC a M BL jsou podobné podle véty uu. Délky jejich
stran jsou v poméru 3 : 4 : 5. Vyjadiime si délky tsecek AN, CN (obr. 2) pomoci délky
strany d ¢tverce KLMN. Z trojihelniku ANK plyne |AN| = 2d, z trojihelniku NMC
plyne [CN| = 2d.

Sestavime rovnici s nezndmou d.

[AN| + |CN]| = |AC],
5) 3
-d+ -d =111
4 + ) ’
d = 60.

Opét dochézime k zavéru, ze délka strany d ¢tverce K LM N je 60 mm.

Reseni 3 (tiroveri 3)
Predpokladané znalosti: analytickd geometrie v roviné — metrické tlohy

Pravouhly trojihelnik ABC' umistime do pravouhlé soustavy soutradnic v roviné, kde
C10;0], A[111;0], B[0;148] (obr. 3).

Obr. 3

a) Uréime obecnou rovnici piimky AB. Jeji smérovy vektor je u = A— B = (111; —148),
jeji normalovy vektor je m = (148;111). Primka AB déle prochézi bodem A[111;0].
ar +by+c=0,
148 - 111+ 111-04¢ = 0,
c = —16428.



Obecna rovnice ptimky AB je 148z + 111y — 16428 = 0, po tprave 4x + 3y — 444 = 0.
b) Body M, N jsou dény svymi soufadnicemi M [0;y], N[z;0]. Piimky AB, M N jsou
rovnobézné. Proto plati (A— B) = k- (N — M), po dosazeni (111; —148) = k- (z —y),
kde k > 1. Odtud dostavame x = %, Y= %. Body M, N maji souradnice M|0; %],
N[ 0].
¢) Uréime velikost usecky MN.

1112 148\% 185
|MN|_d_\/<T> +(T) =

d) Urcime vzdalenost d bodu M od piimky AB.

40 4 318 — 444

ML|=d = ,
A VP ¥
po upravé (k > 1) dostavame
L Ak — 444
- bk

e) Ze shodnosti usetek M N, M L plyne rovnice s nezndmou k.

444k — 444 185

ok k-

Resenim rovnice je k = %
185 185
— = —=— = 60.
37
ko 5

f) d=

Délka d strany c¢tverce K LM N je 60 mm.

Zdroj: archiv autora

Obrazovy material: dilo autora upravil Pavel Calabek
Autor: Mgr. Zdenék Netopil; netopil@gjs.cz



RiGzné metody reseni

Tematicky okruh RVP G: Geometrie
Klicové pojmy: geometrie v roviné — konstruk¢ni tlohy

Uloha
Sestrojte trojihelnik ABC, je-li dano a = 45°, v, = 4cm, r = 3 cm.

Reseni 1 (tiroveti 1-2)

Predpokladané znalosti: trojihelnik a jeho prvky, konstrukéni tiloha a jeji ¢as-
ti, mnoziny bodu dané vlastnosti, zakladni konstruk¢ni dovednosti, geometricka
symbolika pro zapis konstrukce

Ulohu za¢neme fesit umisténim kruznice k, trojuhelniku opsané.

Rozbor. (obr. 1a) Body B a C sestrojime vyuzitim vlastnosti obvodovych a stredovych
thla |xBS,C| = 2a. Patu P, vysky v, sestrojime pomoci Thaletovy kruznice s priamé-
rem BC', nebof thel BP,C' je pravy. Zbyvajici vrchol trojiuhelniku ABC, bod A, lezi na
kruznici opsané a na primce C'P.

Obr. la
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Zapis konstrukce.

ko; ko(So; 7 = 3cm)

B; Bek,

L BS,X; |[XBS,X| =2a =90°
C,Cek,nN—SX

7; 7 je Thaletova kruznice s primérem BC
k; k(B;vy = 4cm)

P, PeTnNk

A; A€ k,N+ CP

AN ABC

© XN O W

Diskuse. (obr. 1b) I pfi tomto zpusobu feseni jsou hledané trojtihelniky dva, nebot
kruznice [ a Thaletova kruznice 7p¢ se protinaji ve dvou bodech, tj. existuji dva body P,
a tedy dva neshodné trojihelniky ABC.

Obr. 1b

Reseni 2 (tiroveti 2)

Predpokladané znalosti: trojihelnik a jeho prvky; konstrukéni iloha a jeji ¢as-
ti, mnoziny bodiu dané vlastnosti, zakladni konstrukéni dovednosti, geometricka
symbolika pro zapis konstrukce

Zvolme umisténi thlu « tj. thel X AY o velikosti a.
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Rozbor. (obr. 2a) Vrcholem thlu o velikosti « je bod A. Bod B lezi na jeho jednom
rameni, napr. polopfimce AX a od druhého ramene, tj. poloprimky AY, ma vzdalenost
vp. Musi proto lezet na rovnobézce s primkou AY ve vzdalenosti vp.

Stied S, opsané kruznice k, lezi na ose strany AB a od bodu A resp. B ma vzdalenost r.
Bod C lezi na kruznici opsané a na poloptimce AY .

Zapis konstrukce.

CIXAY; | XAY| = o = 45°
.piplle AY, [p > AY| = vy =4cm
.B; Bepne AX

. 0; 0 je osa usecky AB

1 U(A;r = 3cm)

. So; Sy €Eoap Nl

- ko; ko(So;7 = 3cm)
.CCek,Ni— AY

. A ABC

© 00 J O O = W N~

Diskuse. (obr. 2b) Uloha mé pii zvoleném zadéni dvé feSeni, protoze existuji dva
pruseciky kruznice [ a osy usecky AB, tj. existuji dva stfedy pro kruznici opsanou.
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Reseni 3 (troveti 2-3)

Predpokladané znalosti: trojihelnik a jeho prvky, konstrukéni tiloha a jeji ¢as-
ti; mnoziny bodi dané vlastnosti, zakladni konstrukéni dovednosti, geometricka
symbolika pro zapis konstrukce

Zvolme umisténi vysky vy, tj. tsecku BP, o velikosti vp.

Rozbor (obr. 3a) Bod A je tfetim vrcholem pravothlého trojihelniku s odvésnou BPF,
a ostrymi thly o velikosti a a 90° — a.. Dalsi postup je stejny jako pfi umisténi thlu a.
Stred S, opsané kruznice k, lezi na ose strany AB a od bodu A resp. B ma vzdalenost
r, bod C' lezi na kruznici opsané a na primce n.

Zapis konstrukce.

BPb; |BPb| = Vp = 4 cm

n; P, en,n 1 BP,

<PBX,; |{PbBX| =90° — o = 45°
A; Aenn— BX

0; 0 je osa usecky AB

I; I(A;r = 3cm)

So; S, €oNnl

ko; ko(Sy; 7 = 3cm)

C;Cek,Nn

. AN ABC

© XN T WD

—_
)

Diskuse. (obr.3b)
Stejné jako v predchazejicim feseni existuji dva pruseciky kruznice [ a osy usecky AB,
tj. existuji dva stfedy pro kruznici opsanou a tloha ma tedy dveé reseni.
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Zdroj: archiv autora
Obrazovy material: dilo autora
Autor: RNDr. Eva Pomykalovd; eva.pomykalova@email.cz
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RiGzné metody reseni

Tematicky okruh RVP G: Geometrie
Kli¢ové pojmy: tihly v kruznici, shodné zobrazeni (otoceni), operace s vektory

Uloha

Dokazte, ze spojnice bodi, které vyznacuji na ciferniku hodinek 1, 6 a 4, 9, jsou
k sobé kolmé.

Umluva. Body, které vyznacuji na cifernfku &sla 1,2, .. ., 12, pfedstavuji vrcholy pra-
videlného dvanactiuhelniku A; As ... Ao o sttedu S. Mame dokéazat, ze jsou k sobé kolmé

ﬁseéky AlAG a A4A9.

Reseni 1 (tiroveti 2-3)
Predpokladané znalosti: obvodovy a stfedovy thel, vlastnosti trojihelniku

Oznacme P prusecik tusecek Ay Ag a AyAg. V obr. 1 vidime ¢tyfi trojuhelniky
A1 PA,, A4PAg, AgPAg, A;PA,.

Uvazujme nejvétsi z nich, tj. trojuhelnik A1 PAg. Pro velikost jeho vnitfniho thlu pri
vrcholu A; plati

| X PA Ag| = [LAgA1 Ag| = 5 [X AgSAg| = 1 - 90° = 45°,

nebot thel AgA; Ag je obvodovym thlem k mengfmu kruznicovému oblouku AgAg a jeho
velikost je tudiz rovna poloviné odpovidajiciho stfedového tthlu AgS Ag.




Podobné pro velikost vnitiniho thlu pti vrcholu pri vrcholu Ag plati
| X PAgA;| = [LAgAgA | = 5 [XALSA | =1 - 90° = 45°,

nebot thel A4AgA; je obvodovym thlem k mensimu kruznicovému oblouku Aﬂl a jeho
velikost je tudiz rovna poloviné odpovidajiciho stfedového thlu A4S A;.
V kazdém trojihelniku je soucet velikosti vnitinich hlt 180°, neboli v trojihelniku
Al P Ag je
| A1 PAg| = 180° — 2 - 45° = 90°.

Reseni 2 (troveti 2)
Predpokladané znalosti: otoc¢eni
Z obr. 1 je ziejmé, ze usecka A;Ag je obrazem tusecky A4Ag v otoceni kolem stiedu
S (stfedu ciferniku) o +90°, resp. tsecka A4Ag je obrazem tsecky AjAg v otoceni kolem
sttedu S o —90°. Odchylka sobé odpovidajicich si pifimek v otoceni je urcena thlem
otoceni, tudiz odchylka primek A;Ag a AzAg je 90°.

Reseni 3 (droven 1)
Predpokladané znalosti: soustava souradnic v roviné, jednotkova kruznice,
goniometrické funkce sinus a kosinus, skalarni soucin vektort

Predpokladejme, ze kruznice opsana dvanactithelniku Ay, As, ..., A1 na obr. 2 pred-
stavuje jednotkovou kruznici. Z definice goniometrickych funkeci sinus a kosinus vyplyvaji

souradnice bodu Ay, A4, Ag a Ag

o5 4] aff

2" 2



——
Souradnice vektori AgA; a AgAy jsou

A6A1= (%;?4—1), A9A4= (?‘l‘l;—%).

Skalarni soucin téchto vektori je roven nule, nebot

i () (£ 01-3) - (409 (£ ()

et
To znamena, ze vektory AgA; a AgAy jsou k sobé kolmé.

Zdver. Spojnice bodi, které vyznacuji na ciferniku hodinek 1, 6 a 4, 9 jsou k sobé
kolmé.

Zdroj: archiv autora
Obrazovy material: dilo autora upravil Pavel Calabek
Autor: RNDr. Eva Pomykalova; eva.pomykalova@email.cz
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RiGzné metody reseni

Tematicky okruh RVP G: Geometrie
Klicové pojmy: trojihelnik, obsah trojuhelniku, shodna zobrazeni, rovnice primky

Uloha

Je dan rovnostranny trojuhelnik ABC a uvnitt ného bod M. Dokazte, Ze soucet
vzdalenosti bodu M od vsech tii stran trojihelniku je konstantni pro jakoukoli polohu
tohoto bodu.

Reseni 1 (tiroveti 2)
Predpokladané znalosti: rovnostranny trojuhelnik, vzorec pro vypocet obsahu
trojuhelniku

Oznacme délku a strany rovnostranného trojihelniku ABC'. Jeho vyska ma pak veli-
kost %ga, takze jeho obsah je % . \zfa = ‘[ a®. Obsah trojthelniku ABC je také roven
souctu obsahu trojuhelniki ABM, BCM a CAM. Jsou-li p, g, r vzdalenosti bodu M

postupné od stran AB, BC, C'A, je obsah trojihelniku ABC' roven %ap + %aq + %ar.

Porovnanim obou vztahti pro obsah trojihelniku ABC dostaneme lozp + lOLq + %ar =
= ‘/TgaQ, neboli p+q+r = fa coz je konstanta pro dany trojihelnik s danou délkou
strany a.

Zaver. Soucet, vzdalenosti bodu M od vsech tii stran trojihelniku je konstantni pro
jakoukoli polohu tohoto bodu.

Reseni 2 (troveti 2)
Predpokladané znalosti: rovnostranny trojuhelnik, osova soumeérnost
Oznacme p, q, r vzdéalenosti bodu M postupné od stran AB, BC, CA. Bodem M
sestrojime rovnobézku A’B’ se stranou AB podle obrazku.
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V osové soumérnosti s osou A’ B’ prejde pfimka BC' v piimku b'. Vzdalenost bodu M
od piimky ¥ je tedy také g. Soucet délek g+ r je tudiz roven velikosti vysky trojihelniku
A'B'C. Sou¢et p + q + r je pak roven velikosti vysky trojihelniku ABC, tedy je to
konstantni hodnota.

Reseni 3 (tiroveri 3)
Predpokladané znalosti: rovnostranny trojihelnik, rovnice primky, vzdalenost
bodu od primky
Trojuhelnik ABC umistime do soustavy souradnic podle obrazku. Ma-li délka strany
velikost 2, je vyska trojihelniku rovna /3 (viz tloha 1). Ozna¢me soufadnice bodu M
jako u a v, kde v > 0 a u takové, aby bod M lezel pod primkami AC a BC'.

C[1; V3]

Ay

r q

Mlu, v] »

A0,00 B0 -

>

Pifmka AC mé rovnici y = v/3z, neboli v/3z — 3 = 0. Soufadnice viech bodl [z, y]
lezicich pod touto piimkou spliuji nerovnost y < v/3z, tedy pro soutadnice bodu M plati
v < v/3u. Vzdalenost bodu M od této piimky potom je

VBu—u|  VBu—v

(v8) 4127

Primka BC' ma rovnici y = —\/3x + 2\/§, neboli v/3z + Yy — 2v/3 = 0. Soufadnice viech
bodu [z,y] lezicich pod touto pfimkou spliiuji nerovnost y < —V/3z + 2V/3, tedy pro

soufadnice bodu M plati v < —v/3u + 2v/3. Vzdélenost bodu M od této pifmky potom
je

d (M, AC) =

_ |V3u + v — 23] _ — (VBu+v —2V3) _ —V3u—v+2V3
(\/§)2+12 2 2
20

d (M, BC)




Potom je

\/gu—v+—\/§u—v+2\/§:\/—,

patr=d (M AB)+d (M, BO)+d (M, AC) = v = 5 3

coz je konstantni hodnota a tato konstanta je skutecné rovna vysce trojihelnika ABC'.

Zdroj: archiv autora
Obrazovy material: dilo autora upravil Pavel Caldbek
Autor: doc. RNDr. Jaroslav Zhouf, Ph.D.; jaroslav.zhouf@pedf.cuni.cz
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RiGzné metody reseni

Tematicky okruh RVP G: Geometrie
Klicové pojmy: Pythagorova véta, pravouhly trojihelnik, rovnoramenny trojihelnik,
podobné trojuhelniky

Uloha

Mléko se zpracovava ve velkych nerezovych kadich ve tvaru valce. Do jedné z nich
je svisle ponofena ty¢ na michani, ktera se opird dolnim koncem o dno kadé. Délka
nesmocené c¢asti tyce je 20 cm. Pootoci-li pracovnik ty¢ opfenou o dno kadé tak, ze
se horni konec tyce dostane na hladinu, je vzdalenost horniho konce tyce od priseciku
puvodni polohy tyce s hladinou 1 m (dle obrézku). Urc¢ete mnozstvi mléka v kadi, jestlize
primeér kade je 2,5 m.

Reseni 1 (tiroveti 1-2)
Predpokladané znalosti: Pythagorova véta
Nejdiive musime uréit vysku ponorené tyce. Dle obrazku je ty¢ znazornéna tseckou
AB, ponorend ¢ast HB. Druhd poloha tyce je dana tseckou A’'B. Ze zadani plati |[AH| =
=02m, |A’H| = 1m, |AB| = |A’'B|. Ozna¢me déle |BH| = x.

Jelikoz A’ BH je pravouhly trojihelnik s preponou A’ B, plati podle Pythagorovy véty
22 +1=(z+02)7.

Odtud plyne, ze délka ponorené ¢asti tyce je x = 2,4m.
Objem valce tak je

V=mnr?v=m-125%-24=11,775m>.

Zaver. V kadi je priblizné 117751 mléka.
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Reseni 2 (tiroveri 2)
Predpokladané znalosti: podobnost trojuhelnikii
Oznacme S stied tsecky AA’. Trojihelniky AHA" a ASB jsou pravouhlé a navic maji
spoleény thel pii vrcholu A. Z toho vyplyva, ze trojihelniky jsou podobné (uu). Plati
tedy

|AB| B |AA'|
|AS| - |AH|’
Odtud AS| - | A
|AB| = TAH] (1)

Z trojuhelniku AH A’ podle Pythagorovy véty dale plati

1 2
|AA']? = |AH> + |A'H|? = (5> +12

Odtud dostaneme |AA'| = @m a |AS| = - [AA/| = ‘{—?m. Vyuzijeme vztahu (1)
a dostaneme

VI | /T

|AB| = 202 =26m.
5

Zdver. Délka ponotené ¢asti tyce je 2,4 m. Objem mléka dopocteme stejné jako v pred-
chozim teseni a zjistime, ze v kadi je 117751 mléka.

Reseni 3 (tiroveri 1)
Predpokladané znalosti: geometricka konstrukce trojuhelniku
Z obrazku vidime, ze ABA’ je rovhoramenny se zakladnou AA’. Sestrojime trojihelnik
AHA' s pravym thlem pri vrcholu H. Bod B ziskame jako prusecik piimky AH s osou
tsecky AA’. Pomoci geometrické konstrukee sestrojime tisecku BH. Zvolime napt. méritko
1:40. Pfizpusobime tedy velikosti |AH| = 0,5cm, |A'H| = 2,5cm. Méfenim zjistime, ze
délka usecky BH je asi 6 cm, coz v uvedeném meritku odpovida velikosti 2,4 m.

Zaver. Délka ponotené ¢asti tyce je 2,4 m. Objem mléka dopocteme stejné jako v prv-
nim Teseni a zjistime, ze v kadi je asi 11 7751 mléka.

Metodické poznamky
Ulohu lIze zadat ve tfidé pro samostatnou préaci zakt a nasledné rozebrat
jednotliva Teseni a jejich cetnosti.

Zdroj: archiv autora
Obrazovy material: dilo autora upravil Pavel Calabek
Autor: RNDr. Lenka Machkové; machkova@gjkt.cz
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RiGzné metody reseni

Tematicky okruh RVP G: Geometrie
Klicové pojmy: podobnost, Pythagorova véta, Fukleidovy véty, skalarni soucin vektorta

Uloha

V obdélnitku KLMN je S stred tsecky M N a O stied tsecky SM. Urcete pomér
stran obdélniku K LM N, jsou-li piimky KO a SL navzdjem kolmé (obr. 1).

N S 0 M

Obr. 1

Reseni 1 (tiroveti 2)
Predpokladané znalosti: podobnost trojihelniki, Pythagorova véta
Ozna¢me X prusecik piimek KO a SL, |KL| = a, |LM| = b, |SX| = m, |OX]| =
=n, |SO| = %, |[SM| = § (obr. 2). Pravouhlé trojihelniky K LX, OSX jsou podobné
podle véty (uu) s pomérem podobnosti & = 4. To znamend, ze vyska na preponu SO
v trojuhelniku OSX ma velikost %

N S O M
m<’n
X
4dn 4m |b
K a L
Obr. 2

Obsah trojuhelniku OSX je

1 a b
-_mn = — + — + —
2 2 4 5
z této rovnosti vyjadreme m, n
ab ab
— , - (1)
20n 20m



Pravothlé trojihelniky LSM, OSX jsou podobné podle véty (uu). Z podobnosti

trojuhelniki KLX, OSX plyne
|SX|  |SM|
0X|  |[LM)’

odtud u
m_z
n b
Z tohoto vztahu vyjadireme m, n
an 2bm
= — = —. 2
m=op, n=— (2)
Ze vztahu (1), (2) plynou néasledujici rovnosti
ab  an
20n 2’
odtud n? = %,
ab  2bm
20m a

odtud m? = Z—;.
V trojihelniku SOX plati Pythagorova véta
> 2

2 2 a
m-+n° = <Z
tedy
a?  v? a’
40 " 10 16
po uprave dostaneme

b? 3

et

odtud
a
Zdvér. Pro pomér délek stran b, a v obdélniku K LMN plati b: a = /6 : 4.

Reseni 2 (tiroveri 2)
Predpokladané znalosti: podobnost trojuhelnikii, Eukleidovy véty
Oznacme |KL| = a, |LM| = b, |[SM| = §. Pravouhlé trojihelniky K LX, OSX jsou

podobné podle véty (uu) s pomérem podobnosti k& = 4. To znamenad, ze vyska na preponu
SO mé velikost |PX| = %. Pata P této vysky déli isecku SO na dva tseky délek = a y
(obr. 3).

Trojthelniky SPX a SML jsou podobné podle véty (uu). Z podobnosti téchto troj-

uhelnikt plyne
|SP|  |SM|
\PX|  |LM]’
25




Ty
XX
b
K a L
Obr. 3
odtud
T _ 3
b~ 10
2 b
tedy
a a a 3a

V pravoithlém trojihelniku SX O plati Eukleidova véta o vysce

b\ 2 b2 a 3a
PX|? =|SP|-|PO -\ = 2 _4 2
pxp=iseiipol (1) —en -t dt
odtud
P 3
a2 8’

po odmocnéni 2 = Y6
a 4

Zdvér. Pro pomér délek stran b, a v obdélniku K LMN opét plati b: a = /6 : 4.

Reseni 3 (drover 2)
Predpokladané znalosti: analytickd geometrie v roviné — skaldrni soucin vek-
torta

Ozna¢me |KL| = a, |LM| = b. Obdélnik K LM N umistime do pravouhlé soustavy
soufadnic v roviné, kde K1[0;0], L{a; 0], S[;b], O[3%;b] (obr. 4).

Ay
N S O M
X
b
X
K a L i
Obr. 4



Potom u = L — S = (%;-b), v =0 — K = (3%;b). Vektory u a v jsou navzajem
kolmé, prave kdyz jejich skalarni soucin je roven nule. To znamena uv = 0, tj.
3a?

— =0
8

Odtud opét 2—2 = %, po tpravé opét dostavame b:a = /6 : 4.

Zdroj: archiv autora
Obrazovy material: dilo autora upravil Pavel Calabek
Autor: Mgr. Zdenék Netopil; netopil@gjs.cz
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RiGzné metody reseni

Tematicky okruh RVP G: Geometrie
Klicové pojmy: Eukleidovy véty, Pythagorova véta, pravothly trojuhelnik, goniomet-
rické vzorce

Uloha

Zdenék s Vaskem se na svych toulkach v Kacerové dostaly k oblouku opusténé zelez-
nicni traté. Védeli, ze tento oblouk je ¢asti kruznice. U traté se zacali dohadovat, jakym
zpusobem by Sel zjistit polomér oblouku. Nakonec to provedli nasledujicim zptisobem. Na
oblouku si zvolili dva body A, B. Zmérili délku usecky AB a vysku oblouku AB. Z téchto
dvou udaju spocitali polomér zatacky (obr. 1). Navrhnéte postup pro vypocet poloméru
zatacky.

Obr. 1

Oznacme a délku tsecky AB, v vysku oblouku AB a r polomér zatacky.

Reseni 1 (tirovei 1)
Predpokladané znalosti: Thaletova kruznice, Eukleidovy véty
Podle obr. 1 je nad primeérem kruznice KV sestrojena Thaletova kruznice. To zname-
na, ze trojuhelnik K'V A je pravothly s pravym tthlem u vrcholu A. Polomér r vypocitame
pomoci Eukleidovy véty o vysce z trojihelniku KV A (obr. 2).

A

K 2r — v 0 Vv
Obr. 2
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Podle Euklidovy véty o vysce plati v trojihelniku KV A vztah (2r —v) - v = h?, kde
h = $. Ze vztahu (2r —v)-v = h? vyjadifme 7.

2v 2v 8v

2 +0? (240 @+ 4P
r= .

Zgver. Polomér zatacky je r = 2% kde a je vzdilenost bodit A, B; v je vidka
oblouku AB.

Reseni 2 (tiroveri 1)
Predpokladané znalosti: Pythagorova véta

Podobné jako v feseni 1 vyjdeme z pravoiihlého trojihelniku KV A. V tomto troju-
helniku je S stred prepony KV, P je pata vysky z vrcholu A (obr. 3).

A
r h
K ST—UPU Vv

Obr. 3

V pravouhlém trojihelniku SPA plati Pythagorova véta (r — v)? + h? = 72, kde
h = 5. Odtud vyjadiime r.
B h? + v?
2w

Pokud za h dosadime g, opét dostavdme stejny vysledek jako v feseni 1

r

a® + 4v?

"= 8v

Reseni 3 (tiroveti 2)
Predpokladané znalosti: vztahy mezi goniometrickymi funkcemi

Podobné jako v predchozich fesenich vychazime z pravoihlého trojtihelniku KV A,
kde S je stted prepony KV a P je pata vysky z vrcholu A na preponu KV (obr. 4).




Trojihelnik KSA je rovnoramenny se zédkladnou AK, kde | AK S| = |[XSAK| = a.
V pravouhlém trojihelniku SPA je potom |<ASP| = 2«a. V pravothlém trojihelniku
KPA plati tga = %, kde h = § a v pravotihlém trojihelniku SPA podobné plati
cos 2a = == Pro kazdy thel 0° < a < 90° plati

¢ 1 — cos2a
a = \/—.
& 1 + cos2a

Ze vztahu

vyjadiime r

I o

" 2v 8v

a?+4v?
8v

Opét dostavame pro polomeér zatacky stejny vysledek r =

Zdenék s Vaskem nakonec zjistili, Ze na zZelezni¢nich tratich v Kacerové je polomeér
oblouku vzdy vétsi nez 600 m. Proto z hodnot, které zméfili a = |AB| = 50m, vyska

oblouku v = 0,5m, vypocitali polomér ze zjednoduseného vztahu r = g—i,
502
= = 625m.
r=3 05 m m

Tato hodnota se od presného vysledku lisi zanedbatelné. Presny vysledek

a? 4+ 4v? 50?7 +4-0,5%
v 8-05

T =

m = 625,25 m.

Zdroj: archiv autora
Obrazovy material: dilo autora upravil Pavel Calabek
Autor: Mgr. Zdenék Netopil; netopil@gjs.cz
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RiGzné metody reseni

Tematicky okruh RVP G: Geometrie, Cislo a proménna
Klicové pojmy: geometrie v roviné — pravothly trojihelnik, analytickd geometrie

Uloha

Urcete velikost vysky pravoihlého trojihelniku ABC' s preponou ¢ = |AB| = 8
a obvodem o = 18.

Reseni 1 (tiroveri 1)
Predpokladané znalosti: Pythagorova véta, obsah trojuhelnika, kvadraticka
rovnice

Obsah pravothlého trojuhelniku lze vyjadrit vzorcem S = %cv nebo S = %ab, kde a, b

b
jsou délky odvésen, ¢ je délka prepony, v délka vysky kolmé k preponé. Odtud v = a—,
c
ze zadani ¢ = |AB| = 8, tedy
ab
= . 1
=12 (1
Zéaroven plati pro pravouhly trojihelnik Pythagorova véta a? + b% = ¢2, tedy
a® 4+ b* = 64. (2)

Ze zadani a + b = 10 plyne
a® + (10 — a)* = 64,
> —10a+18=0 = a=5+V7, b=5— (V7).

Dosazenim do (1) dostaneme

. (5iﬁ)-(5—(i\/7_)> 9

8 4

Zaver. Vyska v, zadaného trojuhelnika ma délku v, = %

Reseni 2 (tiroveti 2)
Predpokladané znalosti: pravouhly trojuhelnik, Eukleidovy véty, kvadraticka
rovnice

Reseni vychézi z Eukleidovych vét, které plati v pravothlém trojihelniku, véty o vysce

vE = cua

a vet o odvésné

a? = CCq, b2 = cep.
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Pritom délka prepony ¢ = ¢, + ¢ je dle zadani ¢ = |[AB| = 8, obvod a + b+ ¢ = 18,
odtud a +b = 10, kde a = |BC|; b = |AC| jsou délky odvésen, v je nezndméa délka vysky
kolmé k preponé, ¢4, ¢, iseky na preponé oddélené patou vysky. Po dosazeni hodnot ze
zadani do Eukleidovych vét plati

a’b?
a®> =8c,,  0*=8c, odkud v?= o
a zaroven P
C—Ca+cb—§+§:C:8

Dosazenim b = 10 — a pak a? + (10 — a)2 = 64, odkud a = 5 4+ /7 a tedy

a1 = (5+ \/7>2 : (64 (54 ﬁ)z) = (324 10V7)- (32— (£10V7)) = 324

Pak délka (v > 0) hledané vysky v = /%2 = | /5L,

Zaver. Délka vysky v, zadaného trojihelnika je rovna v, = %

Reseni 3 (drover 3)
Predpokladané znalosti: Thaletova véta, rovnice kruznice, definice a rovnice
elipsy, soustava kvadratickych rovnic

Délka vysky je rovna absolutni hodnoté y-ové souradnice vrcholu C') ktery lezi proti
preponé AB zadaného pravothlého trojihelnika ABC'. Podle Thaletovy véty lezi sourad-
nice vrcholu C' na kruznici s polomérem r = |AS| = 4 a se stfedem S, ktery je zaroven
sttedem usecky AB. Ze zadani plati

(o =|BC|+|AC|+ |AB|=18) A (¢=|AB|=8) = |BC|+ |AC| = 10.

Vsechny body, jejichz soucet vzdalenosti od bodi AB je 10, lezi na elipse s ohnisky A
a B. Ohniskova vzddlenost e = A2l — 4 délka hlavni osy je 2a = |BC| + |AC| = 10,
poloosa a = 5 a délka vedlejsi poloosy je b = va? — €2 = /52 — 42 = 3,

Bod C'[z;y] lezi soucasné na vySe zminéné kruznici i elipse. Trojthelnik 1ze umistit
libovolné. Pii umisténi stiedu S do bodu [0; 0] pro soufadnice bodu C [z;y| plati

2 +y* = 16, (3)
xQ y2

— 4+ =1 4
%9 @)

Resenim soustavy rovnic (3) a (4) lze ziskat soufadnice bodu C (napi. dosazenim za

y? = 16 — 22 z rovnice (3) do (4) a nalezenim kofenti kvadratické rovnice g—; + 1669”2 =1
upravené na 1622 = 175), odkud lze zjistit |z| = 5T‘ﬁ a poté z (3) |y| = %. Délka vysky

v je pak rovna |y| = 3.
Zaver. Délka vysky v, zadaného trojuhelnika je rovna v, = %.
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Reseni 4 (tiroveti 3)
Predpokladané znalosti: vektory, skalarni soucin, vzdalenost dvou bodu v ro-
viné — délka usecky, iracionalni rovnice
Trojuhelnik Ize umistit do kartézského systému souradnic Oxy libovolné. Pii zachova-
ni podminek tlohy napi. A = [—4;0], B [4;0], neznamy vrchol C' [z; y]. Délka vysky v. je

pak rovna |y| = 9. Soufadnice vektort CA=A—C= (x+4;y), CB=B-C= (x—4;y).
CALCB, = CA-CB=(r+4y) (r—4y)=2>—16+42=0. (5
Ze zadani plyne
(o =|BC|+|AC|+ |AB| =18) A (¢ =|AB|=38), odkud |BC|+ |AC|=10
a tedy

BO|+|AC| = /(2 — 02 + 42+ \J (@ + 4% + 42 = 10. ©)
Dosazenim za 2% + y* = 16 z (5) do (6) lze ziskat iraciondlni rovnici
V32 — 8z + /32 + 8z = 10, (7)

po umocnéni a dalSich tpravach
V32 —8r-/32+8x =184 = 162% = 175.

Uprava rovnice (7) neni ekvivalentni, proto je nutno feseni ovérit zkouskou. Pro obé

feSeni 1 9 = :l:5Tﬁ se leva strana rovna pravé

L= \/32 8—+\/32+8— \/25—10\/_+7+\/25+10\/_+7_

=) (o7 -

P =10.
L=P.

Dosazenim |z| = 5Tﬁ do (5) je mozno dopoditat |y| = 2

Zdver. Délka vysky v. v daném trojiuhelniku ABC je tedy v. = %

Zdroj: archiv autora
Obrazovy material:
Autor: Mgr. Ivana Ondrackovd; ondrackova@gjkt.cz
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RiGzné metody reseni

Tematicky okruh RVP G: Geometrie
Klicové pojmy: kruznice, tecna ke kruznici, Eukleidova véta o odvésné, Pythagorova
véta, funkce kosinus, Thaletova kruznice

Uloha

Je déna kruznice k (S,6cm) a bod A, pro ktery plati |AS| = 15cm. Vypocitejte
vzdalenost bodu A od spojnice bodu dotyku tecen vedenych z bodu A ke kruznici k.

Reseni 1 (troveti 1)
Predpokladané znalosti: Eukleidova véta o odvésné

Graficky zndzornime situaci a popiSeme jednotlivé prvky, viz obr. 1. Usecky v kon-
strukci oznacime: |SP| = z,|PA| =y, |ATi| = 2, |PTy| = v, |STy| = r.

Obr. 1: Grafické znazornéni situace

V pravoihlém trojihelniku SAT;, podle Eukleidovy véty o odvésné, plati
= (x+y)r, tj. 36=15z, odkud 2z =24.
Dosazenim do vztahu x + y = 15 dostaneme 2,4 + y = 15, odtud y = 13,6.

Zaver. Vzdalenost bodu A od spojnice bodu dotyku tecen vedenych z bodu A ke
kruznici £ je 13,6 cm.

Reseni 2 (tirovei 1)
Predpokladané znalosti: funkce kosinus
V pravouhlém trojuhelniku SAT; plati
r
T4y’

6
cosa = tj. cosa = 5 tedy cosa =04.

34



Je ztejmé, Ze trojuhelnik T1SP je také pravothly a plati

T

cosae = —, tj. cosa = odkud x =24.
r

x
6 )
Dosazenim do vztahu x 4+ y = 15 dostaneme 2,4 + y = 15, odtud y = 13,6.

Reseni 3 (troveti 2)
Predpokladané znalosti: Pythagorova véta, feseni soustavy rovnic
Trojuhelniky T1.SP, SAT, a AT, P jsou pravouhlé. Z Pythagorovy véty plyne

x2+1)2 :7’2,

r2+z2:(a:—|—y)2,

y2+02 =22

Dosazenim délek tsecek a uzitim vztahu y = 15 — z dostaneme

z* 4 v? = 36, (1)
36 4 22 = 225, (2)
(15 — 2)° + 0 = 22 (3)
Z rovnice (2) vypocitame
2% = 189,

dosadime do rovnice (3), ¢imz obdrzime soustavu dvou rovnic o dvou neznamych

z* 4 v? = 36, (4)
(15 — ) 4 v% = 189, (5)
Odectenim rovnic (4) a (5) ziskdme rovnici
2% — (15 — )% = =153,
kterou dale resime
x* — 225 + 30z — 2% = —153,
30z = 72,
=24

Dosazenim do vztahu y = 15 — x dostaneme y = 13,6.

Reseni 4 (tiroveri 2)
Predpokladané znalosti: Thaletova kruznice, stredova rovnice kruznice
K feSeni ulohy vyuzijeme analytického vyjadieni kruznice. Zvolime kartézskou sou-
stavu souradnic Ozy tak, aby stted .S kruznice k byl v poc¢atku soustavy souradnic a bod
A lezel na ose x, viz obr. 2. Takto umisténé body budou mit soutfadnice S [0; 0], A[15;0]
a kruznice k£ bude uréena rovnici 2% 4 y? = 36.
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Obr. 2: Umisténi kruznice k a bodu A do kartézského systému souradnic Ozy

K tomu, abychom mohli vypocitat vzdalenost bodu A od spojnice bodt dotyku tecen
vedenych z bodu A ke kruznici k, staci urcit z-ovou souradnici bodu P, kterd ma stejnou
hodnotu jako x-ové souradnice te¢nych bodt 77, Ts. Tyto ziskame jako souradnice prii-
seciki kruznice k£ a Thaletovy kruznice 7 sestrojené nad tseckou SA. Thaletova kruznice
bude urcena stfedovou rovnici

(z —7,5)° + y* = 56,25.
Dostavame tedy soustavu rovnic
2% 4 9? = 36,
(z —7,5)° +y* = 56,25,

kterou upravime na tvar

z? +y* = 36,
22 — 15z + > = 0.

Odectenim téchto rovnic dostaneme 15z = 36, odkud = = 2 4.
Soutadnice bodu P jsou P|[2,4;0] a hledand vzdélenost je tedy (15 — 2,4) = 13,6.

Zdroj: archiv autora
Obrazovy material:
Autor: Mgr. Sedlacek Lubomir, Ph.D.; 1sedlacekf@fai.utb.cz
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RiGzné metody reseni

Tematicky okruh RVP G: Geometrie

Klicové pojmy: kruznice trojihelniku opsand, obsah trojihelniku, Herontv vzorec, sino-
va veta, kosinova véta, vzdalenost dvou bodu v roviné, stredova rovnice kruznice, obecna
rovnice primky

Uloha

Je dan trojuhelnik ABC, jehoz délky stran jsou a = 2v/13, b = 4v/2, ¢ = 10. Urcete
polomér kruznice trojuhelniku ABC' opsané.

Reseni 1 (drover 1)
Predpokladané znalosti: vzorec pro vypocet obsahu trojihelniku pomoci po-
loméru kruznice trojihelniku opsané, Heronuv vzorec

Uzitim Heronova vzorce

S=v/s-(s—a)-(s—b)-(s—c), kde S:%b—i_c’

vypocitame obsah trojihelniku ABC.
Do vzorce dosazujeme délky stran trojuhelniku ABC vyjadiené desetinnymi ¢isly,
zaokrouhlené na desetiny (a = 5,7, b = 7,2, ¢ = 10), takze dostavame

S = /11,45 (11,45 —5,7) - (11,45 — 7,2) - (11,45 — 10) = 20,14.

Ze vztahu pro vypocet obsahu trojihelniku pomoci poloméru kruznice trojihelniku opsa-

né
abe

S=—
4r
vyjadiime
abc
r=—.
45
Dosazenim pak obdrzime
5,7-7,2-10 . 51
r=———=>5]1.
4-20,14 ’

Zdver. Polomér kruznice trojihelniku ABC' opsané je r = 5,1.
Reseni 2 (tiroveti 2)

Predpokladané znalosti: sinova véta, kosinova véta

Z kosinové véty pro trojihelnik ABC'
a® =b* + ¢ — 2bccos o
vyjadiime
b2+ —a?
2bc '

COS ¥ =
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Dosazenim ziskame

cos o = (4\/5)2 +10° - (2\/1_3)2 - @

2.4+/2-10 2

Protoze sina = v/1 — cos? «, dostavame po dosazeni

2
2 2
sina =14/1— (g) , odkud sina = %

Z formulace sinové véty plyne, ze

2

© odkud = Y5y

= —
2sin o

DO
oS

Reseni 3 (droven 3)
Predpokladané znalosti: vzdalenost dvou bodi v roviné, stfedova rovnice
kruznice, obecna rovnice primky, reseni soustavy dvou rovnic o dvou neznamych

Pri feseni tlohy vyuzijeme vztaht z oblasti analytické geometrie. Zvolime kartézskou
soustavu soutadnic Oxy tak, aby vrchol A trojuhelniku ABC byl v pocatku soustavy
souradnic a vrchol B lezel na kladné c¢asti osy x, viz obr. 1. Takto umisténé vrcholy
budou mit souradnice A [0;0] a B[10;0]. Souradnice vrcholu C' uré¢ime feseni soustavy
stredovych rovnic kruznic k (A,4\/§) a 1(8,2\/1_3) . Dostavame soustavu dvou rovnic
o dvou neznamych

2
2 + y2 = <4\/§) ,
2
22+ (y — 10)° = (2«13) ,
kterou upravime na tvar
x® +y? =32, (1)
2? — 20z + y* = —48. (2)

Odectenim rovnice (2) od rovnice (1) pak obdrzime 20x = 80, jejimz kofenem je
x = 4. Dosazenim tohoto kofene napt. do rovnice (1) dostaneme y = 4. Vrchol C' ma tedy
souradnice C'[4,4]. Nyni uréime stfed kruznice trojihelniku ABC' opsané jako prisecik
os stran b a c¢. Osa o, prochézi stfedem strany b o souradnicich Sy [2,2] a m& normalovy

vektor AC = (4;4) . Pak muze mit rovnici
4o +4y +c = 0.
Konstantu ¢ vypocitame dosazenim souradnic sttedu S, [2; 2] do této rovnice. Dostéavame
4.244-24+c¢c=0, odkud c=-16.

Osa o, méa tedy rovnici
dor +4y — 16 = 0,
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po uprave
r4+y—4=0.

Protoze osa o, strany ¢, prochézejici sttedem S, [5; 0], je kolma k ose x, lze jeji rovnici
r—5=0

urcit snadno.
Resenim jednoduché soustavy rovnic

r+y—4=0,
r—5=0
pak ziskame koreny x = 5, y = —1 a tim i soutradnice stfedu kruznice trojihelniku ABC

opsané S [5; —1] . Polomér kruznice opsané potom bude

r =S4l = (0= 5 + [0 — (~1)]> = V26 = 5,1.

op:x+y—4=0

Sb[2, 2]

AJ0, 0] B[10, 0]

0. —5=0

Obr. 1: Obrazek k analytickému feseni

Zdroj: archiv autora
Obrazovy material:
Autor: Mgr. Sedlacek Lubomir, Ph.D.; 1sedlacekf@fai.utb.cz
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RiGzné metody reseni

Tematicky okruh RVP G: Geometrie

Klicové pojmy: vyska v trojuhelniku, obsah trojuhelniku, Herontiv vzorec, podobnost
trojuhelniki, kosinova véta, funkce sinus, obecna rovnice primky, vzdalenost bodu od
primky

Uloha

V trojuhelniku ABC, jehoz velikosti vysek jsou v, = 9, v, = 6, v. = 4, urcete délky
stran.

Reseni 1 (troveti 2)
Predpokladané znalosti: podobnost trojuhelnikt, vzorce pro vypocet obsahu
trojuhelniku, Herontv vzorec

Ze zakladnich vztahti pro vypocet obsahu trojihelniku ABC

av, buy,  cu.

S = = — =
2 2 27
ziskdme rovnost postupnych pomeéru
1 1 1
a:b:c=—:—: —.

Vg Vb V¢

Po dosazeni velikosti vysek dostaneme

1 1 1
bhic=—-1 -1 -
GUCT Yy
odkud
a:b:c=4:6:9. (1)

Ze vztahu (1) vyplyvd, Ze existuje trojihelnik A’B'C” se stranami o’ = 4cm, b’ = 6cm,
d = 9cm, ktery je podobny trojihelniku ABC' s koeficientem podobnosti napriklad

/
v
k=2 (2)
Vg
Velikost vysky o/ urcéime ze vztahi pro vypocet obsahu trojihelniku A’B'C’. Uzitim
Heronova vzorce

S=V5 G @ G0 G, ke s=HEC

nejdiive vypocitame obsah trojihelniku A’B'C’

S =1/9,5-(9,5—4)-(9,5—6)-(9,5—9) = 9,56,

ktery potom dosadime do vztahu
25’
/

a )
al
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¢imz obdrzime délku vysky v/, = 4,78, jejimz naslednym dosazenim do vztahu (2) uréime
i velikost koeficientu podobnosti k& = 0,53. Upravou vztahtt pro poméry odpovidajicich si
stran podobnych trojihelniki ABC a A’B'C’

a b
—_— = — = — = k
b c
dostaneme
a’ b b c
a = Ea - E? C= Ea
odkud A 6 49
= — =754 b=— =11232; = —— = 16,98.
T 053 T 053 07 “Tos3

Zaver. Velikosti stran trojuhelniku ABC jsou priblizné a = 7,54; b = 11,32; ¢ = 16,98.

Reseni 2 (tiroveti 2)
Predpokladané znalosti: podobnost trojihelnikii, vzorce pro vypocet obsa-

hu trojtihelniku, vypocet velikosti vnitinich hli v trojihelniku, kosinova véta,

funkce sinus

7 Reseni 1 plyne, Ze trojihelnik A’B'C’ se stranami @’ = 4cm, b’ = 6cm, ¢ = 9em
je podobny trojihelniku ABC. Protoze odpovidajici si thly podobnych trojihelnikii jsou
shodné muzeme aplikaci kosinové véty v trojuhelniku A’B'C’ vypocitat velikosti thla
trojihelniku ABC. Z kosinové véty pro trojihelnik A’B’'C’

a? =12+ % -2 cosa

vyjadiime

b/2 + 0/2 . a/2

cosqy = ————
20

Dosazenim ziskame

67 +92—42 101
OSC= 5760 108

odkud o = 20°44’. Analogicky plati
b2 =a” + % —2d'¢ cos B,

odkud
a?+c? -2 424+97 -6 61

2d¢ 2-4-9 T2
a odtud 8 = 32°5. Protoze v trojihelniku ABC plati, ze v = 180° — (v + [3) dostavame
po dosazeni v = 180° — (20°44" 4 32°5") = 127°11’. Trojihelnik ABC je tedy tupothly
s tupym thlem pfti vrcholu C| z ¢ehoz vyplyva, ze vyska v, lezi uvnitt tohoto trojihelniku
(viz obr. 1) a k vypoctu délek stran a,b mizeme vyuzit pravouhlych trojihelnika AP.C
a CP.B.

Plati

cosff =

Ve Ve

b:

sin 3’ sina’
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Obr. 1: Grafické znazornéni trojihelniku ABC

odkud
R S A S
“= sy U7 VT gimoocaw 0

K vypoctu délky strany ¢ pouzijeme opét kosinovou vétu

c=+/a2 + b2 — 2abcos~,

odkud po dosazeni obdrzime

c= /7,532 + 11,302 — 2- 7,53 - 11,30 - cos 127°11' = 16,95.

Reseni 3 (troveri 3)
Predpokladané znalosti: obecna rovnice primky, vzdalenost bodu od primky
Pti feseni tlohy vyuzijeme vztaht z oblasti analytické geometrie. Zvolime kartézskou
soustavu souradnic Oxy tak, aby vrchol A trojihelniku ABC byl v pocatku soustavy
soufadnic a vrchol B lezel na kladné ¢asti osy z, viz obr. 2. Vzhledem k umisténi téchto
bodi a k velikosti vysky v. = 4, budou mit vrcholy souradnice A [0;0], B [m;0] a C [n;4].

C[n, 4]

A[0,0] ] c Blm, 0] %

Obr. 2: Obrazek k analytickému TeSeni

Vzdalenost bodu B od primky AC, ktera ma rovnici 4x 4+ ny = 0, je rovna velikosti
vysky v, = 6. Podle vzorce pro vzdalenost bodu od primky tedy plati

4dm

S —
V16 + n?

Obdobné pro vzdalenost bodu A od piimky BC, kterd ma rovnici 4x+(m —n) y—4m = 0
plati vztah

=9.

4m
\/16—1— (m —n)?
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Dostaneme soustavu dvou rovnic o dvou neznamych
dm

S —
V16 + n?

4m _9,
\/16 + (m —n)?
kterou upravime na tvar
16m* = 36 (16 + n?), (3)
16m® = 81 (16 +m* — 2mn + n?) . (4)

Z rovnice (3) vyjadifme 16 +n? a dosadime do rovnice (4), ¢fim# obdrzime rovnici ve
tvaru

4 2
16m? = 81 <% +m? — 2mn) ,
po uprave
101m? — 162mn = 0.

Protoze z umisténi trojihelniku ABC' v kartézské soustaveé souradnic je ziejmé, ze x-ova
souradnice m bodu B je nenulovd, mizeme rovnici vydeélit ¢islem m, ¢imz ziskame

101m — 162n = 0,

odkud 101
Dosazenim do rovnice (4) dostaneme
101\’
16m* = 36 |1 —
6m* = 36 6+(162m>],
odkud
m = 16,94,

¢imz jsme soucasné urcili i velikost strany ¢ = |AB| = 16,94. Dosazenim do (5) ur¢ime n =
= 10,56 a tim i soutadnice vrcholia B [16,94; 0], C'[10,56; 4] . Nyni snadno urcime velikosti
zbyvajicich stran ze vzorce pro vzdalenost dvou bodu v roviné

a=|BC| = \/(10,56 —16,94)* 4 (4 — 0)* = 7,53,

b=|AC| = \/(10,56 —0)°+(4—0)%*=11,29.

Metodické poznamky
Drobné odchylky ve vysledcich pii uplatnéni riaznych metod reseni zdtuvodni-
me zaokrouhlovanim jednotlivych veli¢in v prubéhu vypoctu.

Zdroj: archiv autora

Kocandrle, M., Bocek, L. Matematika pro gymndzia. Analytickd geometrie. Praha: Pro-
metheus, 2002.

Obrazovy material:

Autor: Mgr. Sedlacek Lubomir, Ph.D.; 1sedlacekf@fai.utb.cz
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RiGzné metody reseni

Tematicky okruh RVP G: Geometrie
Klicové pojmy: obsah trojuhelniku, kosinova véta, vektorovy soucin

Uloha

Urcete obsah trojihelniku ABC', jehoz souradnice vrcholi v kartézské soustavé sou-
fadnic Ozy jsou A[0;0], B[5;1] a C[2;4].

Y
C
4
3
2
B
1 "
|
{/
Al 1 2 3 4 5 7

Reseni 1 (troveri 1)
Predpokladané znalosti: obsah pravothlého trojuhelniku, obsah obdélniku
Obsah daného trojihelniku mizeme snadno urcit vyuzitim ¢tvercové sité (obr. 2), do

které je trojuhelnik zakreslen. Od obsahu Saxyz pravouhelniku AXY Z odec¢teme obsahy
Saxp, Spyc, Scza pravouhlych trojuhelniki AXB, BYC a CZA.

Y
A C Y
4
3
2

B
1 I
A 1 2 3 4 5HX7

Obr. 2
Obsah trojuhelniku ABC' je tedy
5-1 3-3 4-2
Sapc = Saxyz — Sax — Spyc — Scza = 20 — — - =9.

2 2 2

Zaver. Obsah trojihelniku ABC' je 9.
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Reseni 2 (tiroveri 2)
Predpokladané znalosti: obsah trojuhelniku, kosinova véta, vztahy mezi go-
niometrickymi funkcemi

Druhou moznosti je vyuziti zakladnich planimetrickych vztahti v trojuhelniku. Délky
jednotlivych stran trojihelniku mtzeme urcit pomoci Pythagorovy véty. Plati tedy

|AB| = V12 + 52 = V26
|IBC| = /32432 =18
|AC| = /22 4+ 42 = V20

Z kosinové véty dale vypocteme

b2 + % —a? ~20+26—-18  7v130
2be 5 V20-v26 130

Hodnotu sina > 0 (jedna se o tuhel v trojihelniku) ziskdme jednoduchou tpravou ze
zékladni goniometrické identity sin® o + cos?

cosa =

« = 1 nasledovné

sina = v/ 1 — cos? _\/1— ! 13 \/%:9 130.

130 130

Pro obsah trojuhelniku ABC' tak plati

=9.

1 1 9v/130  9-260
Sapc = §bcsinoz =3 V20 - V26 - = = 50

Reseni 3 (tiroveti 2)
Predpokladané znalosti: smérovy a normalovy vektor primky, vzdalenost bo-

du od primky zadané obecnou rovnici

Tteti moznosti je vyuziti prostfedk analytické geometrie v roviné. Vyjadiime nejprve
obecnou rovnici primky AB. Smérovy vektor primky je B — A = (5; 1), ptislusny normé-
lovy vektor je 77 = (1; —5). Protoze dand primka prochazi poc¢atkem soutadné soustavy,
je jeji obecna rovnice

p:x — by = 0.

Pro vzdalenost bodu C' od primky p plati:

2-5-4] 18  9v26
VIZ+ (=52 V26 13

Délka strany AB je |AB| = /26, pro obsah trojihelniku tedy plati

v(C,p) =

=9.

1 1 9v26  9-26
- = AB . = — 2 . =
Sapc =5 - |AB|-v(Cp) = 5 - V26— 2%
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Reseni 4 (tiroveri 2)
Predpokladané znalosti: vektorovy soucin

Dalsi zptisob vypoctu obsahu trojihelniku je zalozen na vyuziti vlastnosti vektorového
soucinu vektori v prostoru. Uvazujme trojrozmérné vektory

=B - A=(510),

£y

v=0C—-A=(2;4,0).

Vektorovy soucin obou vektor je roven

Pro obsah trojuhelnitku ABC pak plati

1 1 1
Sapc = 'Mw\=:§-xﬂﬁ—%02+]82::§-18::9

Reseni 5 (tiroveri 2)
Predpokladané znalosti: Picktiv vzorec
Jednou z moznosti vypoctu obsahu trojihelniku vyuzitim ¢tvercové sité je vypocet
zalozeny na Pickovu vzorci. K uréeni obsahu rovinného souvislého utvaru ohraniceného
useckami, jejichz krajni body jsou v mrizovych bodech soutadné soustavy, stac¢i znat
pocet mrizovych bodt w uvnitt mnohothelniku a pocet mrizovych bodt h na hranici
mnohothelniku. Obsah tutvaru je pak dan vztahem

h
S=u+-—1.
U+ 5

C

4

3 o] 2

9 o—0
O O O O B
//

A 1 20 3 4 5
Obr. 3

Pro dany trojihelnik ABC dostavame u = 7, h = 6. Celkovy obsah trojihelniku tedy
je
6
SABCZ7+§—1:9.
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ReSeni 6 (troven 3)
Predpokladané znalosti: integralni pocet, vypocet urcitého integralu
Vyuzitim integralniho poc¢tu funkce jedné proménné mizeme obsah rovinného tutvaru
ohraniceného dvéma ktivkami vypocitat jako urcity integrél z rozdilu danych funci v ur-
¢eném intervalu. Nejprve uréime rovnice linearnich funkci ohranicujicich danou oblast.
Primka AB ma rovnici

1
Y= g«T )
piimka AC' rovnici
Yy =2z
a primka BC' rovnici
y=06—ux.

Cely trojihelnik rozdélime va dvé oblasti pomoci piimky = = 2. Celkovy obsah trojihel-

niku je pak
2 5 6
:Ed:L‘-I—/ (6— gx) dz =
2

[ ) are [ (3o 2)

0

|
S —_
ol ©

] o] = (Z )+ (-1 - (12-2)) =

Zdroj: archiv autora
Obrazovy material: dilo autora
Autor: Mgr. Radek Horensky, Ph.D.; horensky@gymst.cz
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RiGzné metody reseni

Tematicky okruh RVP G: Geometrie
Klicové pojmy: obsah trojihelniku

Uloha

Urcete obsah trojihelniku ABC, jsou-li dany soufadnice jeho vrcholu A[—4;—2],
B8;3], C'[8;—2].

Reseni 1 (tiroveri 2)
Predpokladané znalosti: vektorovy soucin

Predvedme situaci z roviny do prostoru, pak ziejmé pro souradnice vrcholt trojihel-
niku ABC plati A[—4;—2;0], B[8;3;0], C'[8;—2;0]. Obsah trojtihelniku ABC' je roven
poloviné obsahu rovnobézniku znazornéného na obr.

B D

A C
Nejprve uréime vektory
AB=B - A=(12:50) a AC=C— A= (12,0;0).
Déle urc¢ime /@ X 1@ dle zndmého vztahu pro urceni vektorového soucinu dvou vektort,

tedy
AB x AC' = (0;0; —60) .

Obsah rovnobézniku ABDC' odpovida velikosti vektoru 1@ X 1@ , 1.

AB x AC| = /0 + 02 + (—60) = 60.
Odtud obsah trojihelniku ABC' je 30.
Zaver. Obsah trojihelniku ABC' je 30.

Reseni 2 (droven 2-3)
Predpokladané znalosti: Herontv vzorec, vzdalenost bodl v roviné

Uvazujme standardni znaceni stran trojihelniku ABC, tj. a, b, c. Nejprve urc¢ime
velikosti jednotlivych stran trojuhelniku ABC'.

a=|BC|= /(88 (23 =5,

b=]AC| = /(8 (—4))2+ (-2 — (-2))2 =12,

¢=|AB| = /(8 = (—4))2 + (3 — (-2))? = 13.
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Obsah S trojihelniku ABC ur¢ime pomoci Heronova vzorce, tj.

S=vs(s—a)(s—0)(s—oc), (1)

kde s = $(a+ b+ c). Mdme s = £5 4 12 + 132 = 15. Po dosazeni do vztahu (1) za a = 5,
b=12, c =13, s = 15 dostaneme S = 30.

Zaver. Obsah trojuhelniku ABC' je 30.

Reseni 3 (troveti 2-3)
Predpokladané znalosti: obecna rovnice primky, vzdalenost bodu a primky
v roviné

Oznac¢me p primku urcenou body A, B. Je-li E = B — A = (12;5) smérovy vektor
primky p, pak norméalovy vektor primky p je n = (5; —12). Obecné rovnice piimky p ma
pak tvar

or — 12y + ¢ = 0.
Lezi-li bod A na primce p, pak ¢ = —4. Tedy obecna rovnice piimky p je
br — 12y —4 = 0.

Oznacme v, vysku na stranu ¢ v trojihelniku ABC'. Ziejmé plati, ze v, = |Cp|. Vzda-
lenost |Cp| uréime dle zndmého vztahu pro urceni vzdalenosti bodu od piimky v roviné,

tj. plati
5-8+(=12)-(=2) + (=4)| _ 60

(5)2 + (—12)2 13
Dale ur¢ime délku strany c¢ trojuhelniku ABC), tj.
c=14B|= VE- (P T B-(F=13

Obsah S trojuhelniku uréime dle znamého vztahu

CU,
=5 2)

Po dosazeni do vztahu (2) za ¢ = 13, v, = % dostaneme S = 30.

Zdver. Obsah trojuhelniku ABC' je 30.

Metodické poznamky

Ttremi rtznymi zpusoby Teseni ulohy demonstrujeme prostredky analytické
geometrie ale i trigonometrie. Ulohu je mozné zadat jak pro samostatnou préci
tak skupinovou praci s tim, ze zaci mohou hledat vice zptusobti feseni a nasledné
diskutovat jejich vyhody.

Zdroj:

Benda, P., Dankova, B., Skala, J. Sbirka maturitnich prikladd z matematiky. 9. vyd.
Praha: Statni pedagogické nakladatelstvi, 1986, 199 s.

Obrazovy material: dilo autora upravil Pavel Calabek

Autor: Mgr. Tomas Taborsky; ttaborskyQgmk. cz
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RiGzné metody reseni

Tematicky okruh RVP G: Geometrie
Klicové pojmy: obsah trojihelniku, analytickd geometrie, vzdalenosti

Uloha

V roviné jsou dany t¥i body A = [1;8], B = [6;20], C' = [2;3]. Vypocitejte ruznymi
zpusoby obsah trojihelnitku ABC.

Reseni 1 (droven 1-2)
Predpokladané znalosti: Herontiv vzorec, délka tisecky — vzdalenost dvou bo-
dii, mocniny, odmocniny, upravy vyrazu, dosazovani do vzorce

Vyuzijeme Herontiv vzorec pro vypocet obsahu trojuhelniku

S = +/s(s—a)(s—b)(s —c),

kde a, b, ¢ jsou délky stran trojuhelniku a s = %(a + b+ ¢). Nejprve vypocitame délky
stran a = |BC|, b = |AC|, ¢ = |AB|. Dosadime soutadnice bodu do zndmych vztahu pro
vzdalenost dvou bodu a vypocitame

|IBC| = /(b1 — c1)? + (by — 2)2 = /(6 — 2)2 + (20 — 3)2 = /305,
[AC| = /(a1 — 1) + (ag — ¢2)? = V(1 = 2)? + (8 — 3)2 = V26,
|AB] = /(a1 — b1)? + (ag — bo)? = /(1 = 6)2 + (8 — 20)2 = 13.

Vypocitané délky stran dosadime do Heronova vzorce a upravime

V305 4+ /26 +13 26+ 13 — /305 /305 — /26 + 13 /305426 —13
2 2 2 2 B

_ i\/(\/%Jr 13+ V/305)(V26 + 13 — v/305)(v305 — v/26 + 13)(V305 + V26 — 13).

Opakovanym vyuzitim vzorce (a + b)(a — b) = a® — b? dostavdme

S = i\/(% +26v/26 + 169 — 305) (305 . (26 — 26v/26 + 169)) -

1 1
_ 1\/(26\/26 + 110) (26\/26 _ 110) = V260 - 1107 =
1 1391-3005 /1360 37
:5\/26-169—552:\/ _ V1369 _ 37

2 2 2

Zdver. Obsah trojihelniku ABC' je tedy %7
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Reseni 2 (tiroveti 1-2)
Predpokladané znalosti: délka tisecky, obecna rovnice primky, vzdalenost bo-

du od primky

Vyuzijeme vzorec pro vypocet obsahu trojiuhelnika S = %ava, kde a je délka strany
AB a v, je vyska na stranu a. Délku strany pocitame jako vzdalenost bodia B a C
(viz prvni feSeni) a = |BC| = v/305. Délku vysky vypocitdme jako vzdéalenost bodu A
od primky BC'.

Nejprve vyjadiime obecnou rovnici primky BC' ve tvaru pz + qy + r = 0, kde p, ¢,

r jsou realnd ¢isla. Pritom (p;q) je normélovy vektor. Ze smérového vektoru u = BC' =
= C — B = (—4; —17) vypocitame norméalovy vektor n = (17; —4) na zdkladé znalosti,
ze skalarni soucin téchto vektortt musi byt roven nule. Odtud se dostavame k rovnici
17 — 4y + r = 0 a po dosazeni souradnic bodu B, ktery na této primce lezi, k obecné
rovnici primky 17z — 4y — 22 = 0.

Vzdalenost bodu A od primky BC pak je

C17-1-4-8-22| 37
B V172 1 42 V305

Obsah trojuhelniku nyni dopoc¢itame dosazenim do vyse uvedeného vzorce.

Vq

37
5:“%:—”)’05' vs0s _ 37
2 2 2

Zaver. Obsah trojuihelniku je 3—27

Reseni 3 (troveri 2)
Predpokladané znalosti: délka tisecky, parametricky tvar rovnice primky, pru-
secik dvou primek, vzdalenost bodu od primky

Reseni je obdobou fesenf 2, pouzivame viak parametricky tvar rovnice piimky a délku
vysky pocitame jako vzdalenost paty vysky od vrcholu A.
Zustava délka strany a = | BC| = 4/305. Vyjadiime parametricky tvar rovnice primky

BC' dané smérovym vektorem u = BC=C-B= (—4; —17) a napt. bodem C' = [2;3].

BC: x=2-—4t,
y=3—17t, kde teR.

Piimka vysky je kolma k pfimce BC' a prochazi bodem A, ma tedy rovnici

r=1+417s,
y=8—4s, kde seR.
Regenim soustavy rovnic
2—4t=1+417s,
3— 17t =8 — 4s,
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dostavame t = —%, odkud po dosazeni do rovnice primky BC' zjistujeme, ze pata vysky

P (prusecik obou pfimek) mé soufadnice

P[2_4~(—81)'3_ 17-(—81)}’

305 7 305
tedy

324 2 1377 2 629 2 148\ 2
a - AP — 2 -~ - 1 3 _— 8 = _ — —
va = [AP] \/( 305 ) +( * 305 ) \/(305) +< 305 )
(1737 2+ 4-37\* 37279+ 16  37v/305
N 305 305 N 305 305

Dale pokracujeme jako v feSeni 1.

g G _ V305 R 37
2 2 2

Zaver. Obsah trojihelniku je 3—27

Reseni 4 (tiroveti 2)
Predpokladané znalosti: délka tisecky, rovnice primky, prisecik dvou primek,
vzdalenost bodu od ptrimky
Resent je obdobou pfedchazejicich feseni, pouzivame viak parametricky tvar rovnice
pifmky vysky a obecny tvar rovnice pifmky strany a. Resime tedy soustavu rovnic
172 — 4y — 22 =0,
x=1+17s,
y=8—4s, kde seR,
tak, ze z parametrického tvaru rovnice vysky dosadime z a y do obecné rovnice primky
strany BC. Pak 17(1+17s) — 4(8 — 4s) — 22 = 0, odkud s = 3¢ a soufadnice paty vysky
jsou

17 - 2 A. 2
P = 1+17-£;8—4-£ oy, = 737 n 37 :37\/305.
305 305 305 305 305

Déle pokracujeme jako v predchozich fesenich.

Zaver. Obsah trojuihelniku je 3—27

Reseni 5 (tiroveti 2)
Predpokladané znalosti: délka tisecky — vzdalenost dvou bodii, mocniny, od-
mocniny, Upravy vyrazi, goniometrie
Vyuzijeme vzorec pro vypocet obsahu trojuhelnika: S = %ava, kde a je délka strany
AB a v, je vyska na stranu a. Vzhledem k tomu, Ze v, = bsin~y, budeme pocitat podle
vzorce
absin vy

S:2.
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Dopocitame siny = /1 — cos? v, kde cos~y vyjadiime z kosinové véty

a® + b — 3

& =a?+1V” —2abcosy = cosy=
2ab

Vyuzijeme délky stran vypocitané v prvnim teseni a = |BC| = /305, b = |AC| = /26,
¢ = |AB| = 13. Po dosazeni dostaneme

cos?y = <305 20 169)2 = 51 odkud siny = \/1 — S _ \/ 1369
7=\ 2305 2% V30526 = 305-26  \V 305-26

Dopocitame

o _ absiny _ /30526 \/ 1369 37
22 305-26 2

Zdvér. Obsah trojihelnfku je 2.

Reseni 6 (tiroveti 2)
Predpokladané znalosti: vektory, skalarni souc¢in, tithel vektort
Postupujeme podle obdobného vzorce jako v predchéazejicim teseni S = %cb sin a,
ktery ziskame cyklickou zaménou, « vSak uvazujeme jako tihel vektort 1@ a 1@ . Vypo-
Stame soufadnice vektorti AR = B — A = (5;12), A =C— A= (1;=5), poté

AL -AC 5— 60 55
|ﬂ§|,|@| V25 +144-v/1+25 13-/26

Ccos . =

Déle jiz Teseni pokracuje obdobné jako v predchézejicim zptisobu

. (—55)2 37 cd sin o /305 - 26 1369
sina=14/1— = = S = = . .
169 - 26 13- /26 2 2 305 - 26

Zdver. Obsah trojtihelniku je 3—27

Reseni 7 (tiroveti 1)
Predpokladané znalosti: obsah lichobézniku
Zobrazime trojihelnik ABC' v kartézském systému soutadnic a doplnime na lichobéz-

nik ADF' B (viz obrazek), ktery je sjednocenim disjunktnich rovinnych ttvarta — lichobéz-
niki DECA, EFBC a trojiuhelniku ABC. Body D, E, F jsou pruseciky osy x s po
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fadé k ni vedenymi kolmicemi z bodu A, C, B.

A

Y B

C

£
DE F

Obsah trojuhelniku ABC proto vypocteme odec¢tenim obsahu plochy lichobéznikti D EC' A
a EFBC od obsahu lichobézniku ADF B. Vyuzijeme vzorec pro obsah lichobézniku S =
= % (a + ¢)v, kde a, b jsou zdkladny lichobézniku a v jeho vyska.

g (20485 (8431 (20+3)-4 140-11-92 37
ABC = 2 2 2 - 2 T

Zavér. Obsah trojuhelniku je 3—27

Reseni 8 (tiroveti 2-3)
Predpokladané znalosti: vektorovy soucin

Jednoduché feseni nabizi uzit{ velikosti vektorového soucinu') vektort AB = (5;12;0)
a 1@ = (1; —5;0). Vypocitame obsah trojiuhelnika

S:

chsina  |AB|-[AC| -sina  |AB x AC| |(5:12;0) x (1;—5;0)| 37
2 2 B 2 B 2 27
Zdver. Obsah trojihelniku je 377

Reseni 9 (tiroveti 32))
Predpokladané znalosti: urc¢ity integral
tegralu. V tomto pripadé je tieba nalézt predpis linedrnich funkci, jejichz grafy vymezuji
trojuhelnik. Jsou to y = 15—2x + 2—58, Y= %x + 1—21 ay=13—bx.

1) Toto feseni je pro danou tlohu zbyteénd sloZité, ale je mozno zadat k procviceni integralniho pocétu
i k zopakovani linedrni funkce. ReSeni vSak presahuje rdémec RVP.
2) Reseni je jednoduché, ale jedna se o rozsitujici ucivo, proto tiroveti 3.
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Obsah trojihelniku je tedy

S = /(—x—l— )dx—/12(13—53:)dx—/26<1£x+%)dx:

28 1° 512 17 , 11 1° 11 37

Zdver. Obsah trojihelniku je %

Zdroj: archiv autora
Obrazovy material: dilo autora upravil Pavel Caldbek
Autor: Mgr. Ivana Ondrackovd; ondrackova@gjkt.cz
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RiGzné metody reseni

Tematicky okruh RVP G: Geometrie
Klicové pojmy: Pythagorova véta, Herontiv vzorec, vektorovy soucin

Uloha

V pravidelném trojbokém hranolu ABCDEF je |AB| = |AD| = a, O je stied bo¢ni
hrany C'F'. Vypocitejte obsah trojtihelniku AEO.

Reseni 1 (tiroveti 1)
Predpokladané znalosti: Pythagorova véta, obsah trojuhelniku
Trojtihelnik AFO je rovnoramenny se zakladnou AE. Vyska na zédkladnu je |OM| =
= |CX]|, kde M je stred tsecky AFE |CX]| je vyska v rovnostranném trojihelniku ABC
(obr. 1).

|AE| = Va2 + a? = aV/?2,

OM| = |CX| = /a® — (g)2 =23

F E
D =
0"
M
a
C~\|/ — B
a X
A
Obr. 1

Obsah trojuhelniku AEO je

o_ [AE|-oM] _ V253 a*V/6
; .

2 4

Zgver. Obsah trojihelnfku AEO je ©X8,
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Reseni 2 (tiroveri 2)
Predpokladané znalosti: Heronuv vzorec, Pythagorova véta
Obsah trojihelniku AEO (obr. 1) vypocitdme pomoci Heronova vzorce:
. |AE| 4+ |AO| + |EO|
= 5 ,

S = /s(s — |AE|)(s — |AO|)(s — |EO|), kde

|AE| = Va? + a? = V2a,

a\ 2 \/5

— — 2 — = —
|AO| = |EO| =/ a —l—( > 5

2
_ \/§a+‘/7ga+\/7ga: (V5 +v2)a

2 2

S

Po dosazeni do Heronova vzorce dostavame:

s—@ (V5+v2) (& (v5+v2) —avd)
VG50 () 54) -

Zdver. Obsah trojihelnfku AEO je Y042,

Reseni 3 (tiroveri 2)
Predpokladané znalosti: analytickd geometrie v roviné — uziti vektorového
soucinu
Pravidelny trojboky hranol ABCDFEF umistime do pravothlé soustavy soutadnic
v prostoru, kde O[0;0; §], E[0; a; al, A[%\/g; ;0] (obr. 2).

AR
F E
D =7
0%~
a
C —+————— >
/a B Y
oA
Obr. 2

Obsah trojuhelnitku AEO vypocitame pomoci vektorového soucinu pouzitého pro
vektoryu=FE -0, v=A—-0

a a a a
U—(O,CL,é), V—(E\/§,§7—§),
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30,2' a*v/3 a3

uxv=(——p— Ty )
9 4 3 4 3.4
lu x v| \/Ea+ﬁa+za V6

6
Opét dostavame, ze obsah trojihelniku AFO je roven %a?

Zdroj: archiv autora
Obrazovy material: dilo autora upravil Pavel Calabek
Autor: Mgr. Zdenék Netopil; netopil@gjs.cz
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RiGzné metody reseni

Tematicky okruh RVP G: Geometrie
Klicové pojmy: stfedovy a obvodovy thel, sinova véta, vztah mezi sinem a kosinem
véta, kruznice

Uloha

Je dan rovnoramenny trojihelnik ABC' se zakladnou AB délky 2a a ramenem délky
b. Urcete stfed a polomér kruznice jemu opsané.

Reseni 1 (urover 1)
Predpokladané znalosti: goniometrické funkce, sinova véta, vztah mezi sinem
a kosinem

V trojuhelniku ABC pti obvyklém znaceni dava sinova véta

a b c

— = —— = —— =12r,

sinaw  sinf8  sinvy

kde r je polomér opsané kruznice.
V nasem pripadé, viz obr. 1, je tedy
b b
- =2r, tj. r=——or.
sin « 2sin «v

Stred kruznice S lezi na ptimce PC, coz je osa strany AB.

Obr. 1



7 trojuhelniku APC vidime, ze

cosa =

K urceni sin a vyuzijeme vztahu
a2 b2 — a2
[
(Sinus je kladny, nebot o < 180°.) Mame tedy
b v?

sina = —

T =

2\/b2b—a2 - W2 — a2’

Zavér. Stied S lezi na PC a |SC| =r.

Reseni 2 (troveti 1-2)
Predpokladané znalosti: sttedovy a obvodovy tihel, sinus dvojnasobného argu-
mentu

Je ztejmé, viz obr. 2, ze tthel AC'P je obvodovy thel, prislusny stredovému tthlu ASP.
C

WB

Obr. 2
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7 trojihelniku APS mame
sin 2¢ = 4
,
a z trojihelniku APC
) a
s =-.
ing =+
Plati
sin 2¢ = 2sin ¢ cos .
Pomoci zakladniho vztahu mezi sinem a kosinem dopocitame

VE— @
b )

cosp = /1 —sin? p =
nebot ¢ je ostry thel. Je tedy

a b2 — a?

a =sin2¢ =2sinpcosp = 2 -
r b b

a odtud
b2
22 — a2’

r =

Stied S lezi na PC a |SC| =r.

Reseni 3 (droven 2-3)
Predpokladané znalosti: rovnice kruznice

Zvolme soustavu souradnic, viz obr. 3.

A =[—a, 0]a [0,0]B = [a, 0]
Obr. 3
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Pti takto zvolené soustavé souradnic mé hledand kruznice ma rovnici
2 2 2
"+ (y—yo)” =1
Do této rovnice dosadime za x a y postupné souradnice bodu B a C. Dostaneme
2, .2 2
a”+yyg =17,
2
(V0> — a® — ) =72
7 druhé rovnosti plyne
V= a = go| =,

a protoze yo < Vb% — a?,
Yo = Vb® —a® —r.

Dosadime za yo do prvni rovnosti, mame

a? + 0% —a? +r? = 2r\/b2 — a2 = r?,

odkud
62
r=——.
2v/b% — a?
Souradnice yg je pak
2 2 2
vo = 12— 2 b b* — 2a

B 2vb? — a? - 22 — a2’

s v v ’ , .z , 7 v _ . b2 _2q2
Zaver. Kruznice opsand danému trojuhelniku ABC ma stied S = [0, T b2_a2] a
v _ b2
polomér r = STt

Zdroj: dilo autora
Obrazovy material: dilo autora
Autor: RNDr. Miloslav Zavodny; mzavodny@gmail.com, miloslav.zavodny@upol.cz
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RiGzné metody reseni

Tematicky okruh RVP G: Geometrie
Klicové pojmy: velikost thlu, soutadnice bodu, smérovy thel primky, goniometrické
funkce

Uloha

V pravoihlé souradnicové soustavé s pocatkem O jsou dény body A[4;2] a B[2;6].
Sestrojte je a zjistéte velikost ¢ uhlu AOB.

Reseni 1 (urover 1)
Predpokladané znalosti: soutadnice bodu v roviné, méreni tthlu

Sestrojime souradnicové osy, zadané body A a B, poloprimky OA, OB a pomoci
thloméru zmérime pozadovanou velikost ¢ thlu AOB.

}.-
6+ +B
4--
A
21 L@
. X
of 2 4 6

Reseni 2 (troveri 2)
Predpokladané znalosti: smérnice primky, smérovy thel, hodnoty tangens na
kalkulacce

Vyhotovime néacrtek jako je v feseni 1. Smérovy thel primky O A nazveme «a, smérovy
uhel ptimky OB nazveme . Smérnice primky OA je

2
ki =tga = 1 =0,5 = o = 26°34/,
smérnice ptrimky OB je
6 . o /
k:gzth:i:S:B:?l 34"
Vidime, ze o < 3, takze

0 =B —a=7T1°34" — 26°34' = 45°.
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Free Objects *
@ A=4,2)
- @ B={2,6)
- @ D={0,0)
Dependent Objects
-0 C={0,0)
e A -x+2y=0
@ b -Jx+y=0
- @ a=45"

Reseni 3 (tiroveri 2)
Predpokladané znalosti: prace s Geogebrou

Vyvolame Geogebru. Do soutadnicové soustavy umistime body A[4;2] a B[2;6], se-

strojime polopiimky OA a OB a zadame stanoveni velikosti thlu AOB. Vysledek je na
obrazku.

Reseni 4 (tiroveti 2-3)

Predpokladané znalosti: vzorce pro goniometrické funkce (tangens rozdilu
thla)
Vyhotovime nacrtek jako je v feseni 1. Smérovy tithel pfimky O A nazveme «, smérovy

tthel piimky OB nazveme (3. Uzitim souradnic bodti dostaneme tga = % atgfh = 3.
Jelikoz ¢ = § — «, plati

N —

tg S —tga 3 —
t :t _— pu— pu—
g =te(f—a) 1+tgatgf 1—1—%-3

=1= p =145

Reseni 5 (tiroveti 2-3)

Predpokladané znalosti: vektory, skalarni souc¢in, Pythagorova véta

Vyhotovime nacértek

u=A-0=(42), v=B-0=(26), u-v=4-2+2.6=20;
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plati u - v = |u| - |v|cos p; podle Pythagorovy véty je |u| = V42 +22 = /20 = 2v/5,
lv| = V22 +62 = V40 = 210, |u| - |v| = 20v/2. Po dosazeni do vzorce pro skaldrni
sou¢in mame 20 = 20+/2 cos ¢; odkud cos p = \/75, takze p = 45°.

Reseni 6 (tiroveti 3)
Predpokladané znalosti: Pythagorova véta, vypocet obsaht, rozklady obrazct

Poridime si nacrtek a vypocteme obsah trojuhelniku OAB.

) L B

Vidime, Ze pro obsahy plati
S(OAB) = S(OCB) + S(ABCD) — S(ODA);
pritom
S(OCB) - %2 6—6, S(ABCD)— %(6 12).2-8  S(ODA) = %4 -4,

takie S(OAB) = 6 +8 — 4 = 10.
Déle vypocteme délky stran OA, OB trojtihelniku OAB (viz téz Teseni 5).

|OA] = V42 +22=v20=2-V5,  |OB| = /22 +62 =40 =2 V10.

Nyni pouzijeme goniometricky vzorec pro vypocet obsahu trojuhelniku
S(OAB) = 1|OA| - |OB| - sin .
Po dosazeni médme 10 = % -2-4/5-2/10 - sin ¢ a z toho sin ¢ = \/?5, takze p = 45°.
Reseni 7 (troveti 3)

Predpokladané znalosti: véta Pythagorova a véta kosinova

Uvazujeme trojihelnik OAB (viz obrézek v Teseni 6) se stranami délky
a=|0B| = /22 +62 = V40 = 2V10,
b=|0A| = V42 +22 = 20 = 2V/5,
c=|AB| = \/(2—4)2+(6—2)2 =20 = 2V/5.
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Protoze hledame velikost tthlu proti strané AB, pouzijeme kosinovou vétu ve tvaru
= a4+ b* — 2abcos p;
dosadime vypoctené délky stran:
20 = 40 4+ 20 — 2 - 2/10 - 2v/5 - cos ¢,

odkud
40 V2

Cos p = = — = p =45

40 - /2 2

Reseni 8 (tiroveti 3)
Predpokladané znalosti: véta Pythagorova, goniometricky vypocet obsahu
trojuhelniku, Heroniv vzorec

Stejné jako pri reseni 7 vypocteme délky stran trojuhelniku OAB

a=|0B|=2V10, b=|0A|=2V5,  c¢=|AB|=2V5.

Vypoétemes:%(a+b+c):2\/5+\/m,s—a:2\/_—\/m,s—b:\/m:s—c.
s(s —a)(s —b)(s — ¢) = (2V5 + V10) - (2V5 — v10) - V10 - V10 = 100,

takze podle Heronova vzorce je S(OAB) = 10. Dalsi postup je stejny jako pii feSeni 6.

Zdroj: archiv autora
Obrazovy material: dilo autora
Autor: doc. RNDr. Stanislav Travnicek, CSc.; stanislav.travnicek@volny.cz
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RiGzné metody reseni

Tematicky okruh RVP G: Geometrie
Klicové pojmy: vzdéalenost bodu od ptrimky

Uloha

Urcete vzdélenost bodu M|[1;2] od primky p dané parametricky rovnicemi

r=2+2t y=4+t, teR.

Reseni 1 (uroven 1)
Predpokladané znalosti: smérovy a normalovy vektor primky, vzdalenost bo-
du od primky zadané obecnou rovnici

Smérovy vektor piimky p je @ = (2;1), normdlovy vektor pifimky je 7 = (1;—2).
Obecna rovnice ptimky p ma proto tvar

p:x—2y+c=0.
Hodnotu ¢ uréime pomoci bodu A[2; 4], ktery lezi na dané piimce p, tedy plati
2—2-44c=0, odtud c=06.
Obecna rovnice primky p je tedy
pix—2y+6=0.

Vzdalenost bodu M[1;2] od primky p je

1—-2-246/ 3v5
V(M,p):| |: :
12  (—2)2 5

sy p v . 3/5
Zdvér. Vzdalenost bodu od piimky je ==,

Reseni 2 (troveri 2)
Predpokladané znalosti: smérovy a normélovy vektor primky, vzdalenost bod
Vzdalenost bodu M od dané piimky p je definovana jako vzdéalenost bodu M a pru-
sec¢iku P primky ¢, ktera je kolma k p a prochazi bodem M. Smérovy vektor 4 = (2;1)
primky p je soucasné normalovym vektorem piimky ¢ k ni kolmé. Obecnou rovnici primky
q proto hledame ve tvaru
q:2x+y+c=0.

Hodnotu ¢ uré¢ime pomoci bodu M, ktery lezi na dané primce ¢, tedy plati
2:-14+2+c¢=0, odtud c= —4.
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Obecna rovnice je tedy
q¢2x+y—4=0.
Pro souradnice priseciku P primek p a ¢ tak dostaneme
4
22+2t)+(44+t)—4=0, odtud t:—g.

Prusecik P méa proto souradnice

4\ 2 4\ 16
—242. (=) =2 —dt (- ) ==
=z () =5 e () =3

Vzdélenost bodu M|[1;2] a P[%; 15—6] pak je rovna vzdélenosti bodu M od piimky p, tj.

2 2 /16 2 9 36 3V5
V(M,p)—IMP|—\/<g—1> +<€—2) =Vt =

Reseni 3 (tiroveri 3)
Predpokladané znalosti: smérovy a normalovy vektor primky, skaldrni soucin,
velikost vektoru, parametrizace vektoru
Tteti moznosti, jak nalézt prusecik primek p a ¢, je zkoumani vzajemné polohy vektoru
= X — M, kde bod X lezi na primce p, a smérového vektoru @ = (2; 1) piimky p. Patou
kolmice je takovy bod primky p, pro ktery jsou vektory

T=X-M=2+2—1L44+t—-2)=(1+2:2+1t) a id=(21)

vzajemné kolmé, tj. jejich skalarni soucin je roven nule. Plati proto

4
(1+2t)-24+(2+1¢)-1=0, odtud t:—g.
Prisecik muzeme nalézt stejnym postupem jako v predchozich fesenich. Pro urceni vzda-
lenosti bodu M od primky p vsak staci urcit velikost vektoru ¢ pro hodnotu t = —%.
36 9 36 35
M = |7 == —_— = = _ _ = —,
VM p) = ol ’( 5’5)‘ % 2% 5

Reseni 4 (trovei 3)
Predpokladané znalosti: smérovy a normalovy vektor primky, velikost vekto-
ru, parametrizace vektoru, minimum kvadratické funkce

Ctvrtou moznost{ je nalezeni minima funkce vyjadiujici vzdalenost bodu X, ktery
lezi na primce p, a bodu M, tj. nalezeni miniméalni hodnoty pro velikost vektoru

T=X—M=(1+22+1),
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jenz byl popsan v minulém feseni. Velikost vektoru je déana

| Z\/(1—|—2t)2—|—(2+t — V144t 4+ 482 + 4+ 4t + 12 = \/5t2 + 8t + 5.

Vzhledem k tomu, ze funkce y = 4/ f(t) nabyva pouze nezdpornych hodnot, staci hle-
dat minimum vyrazu pod odmocninou. Pomoci ,,doplnéni na ¢tverec* muzeme argument
odmocniny upravit na tvar

f()—5t2+8t+5—5<t2+ t—l—l)

P R
5 25

Dana funkce nabyva minimum pro

=5

O‘Klr-lk

>0
]

L 4
5
a minimélni velikost vektoru (a tim i vzdalenost bodu M od primky p) tak je
9 3v5

V(Map): g_ 5

Reseni 5 (troveti 3)

Predpokladané znalosti: minimalizaci 1ze provést také vyuzitim diferencidlni-
ho poctu. Tato metoda sice prekracuje ramec RVP, ale je mozné zaky seznamit
s TeSenim studenty napt. v ramci matematického seminare.

1. derivace dané kvadratické funkce f(t) = 5t2 + 8t + 5 je rovna f'(t) = 10t + 8 a
prislusny stacionarni bod je tedy
4
R
5

Vzhledem ke kladné 2. derivaci f”(t) = 10 > 0 nabyvé funkce f(t) ve svém stacionarnim
bodé minimum, a tedy

min{\/m,teR} - \/5- (—é>2+8- (—é> L5o 35

Zdroj: archiv autora
Obrazovy material:
Autor: Mgr. Radek Horensky, Ph.D.; horensky@gymst.cz
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RiGzné metody reseni

Tematicky okruh RVP G: Geometrie
Klicové pojmy: odchylka vektori, rovnobéznost, smérovy a normalovy vektor, smérnice,
odchylka primek, posunuti

Uloha
NapisSte rovnici piimky p, kterd prochazi bodem A[l;3] a s pfimkou ¢:4y — 7 = 0

svird thel o = —.

4

Reseni 1 (tiroveti 2)
Predpokladané znalosti: odchylka vektorti, odchylka primek, normélovy vek-
tor, obecny tvar rovnice primky

Resime pomoci obecného tvaru rovnice primky a vztahu pro thel vektort.

Necht ma rovnice hledané primky p tvar ax 4+ by + ¢ = 0. Bod A na ni lezi, proto
jeho soufadnice rovnici vyhovuji a plati a 4+ 3b + ¢ = 0. Velikost normalového vektoru u
hledané primky mtzeme zvolit libovolné, pro jednoduchost ji zvolme

lu| = |(a;0)] =1 = Vaz+ b2 =1.

Normélovy vektor v pfimky ¢ ma soutadnice v = (0;4). Odchylka piimek p, ¢ je shodna
s odchylkou jejich normélovych vektorta

™ |0a+ 40| L. V2
cos — = ——=—— z cehoz |b] = —.
4 z 2

Po dosazeni do rovnice a® + b* = 1 dostaneme |a| = \/75

Pokud maji a, b stejnd znaménka, vyjde |c| = 2v/2 , pokud maji opaéna znaménka je
|c| = /2. Ziskdme tak ¢tyfi rovnice, z nichz dvé a dvé jsou ekvivalentni. Hledané rovnice
maji po upravé tvar

r+y—4=0 a r—y+2=0.

ReSeni 2 (tiroveti 2)
Predpokladané znalosti: odchylka vektort, odchylka primek, smérnice, smér-
nicovy tvar rovnice primky
Resime pomoci pomoci vztahu pro odchylku pifmek z jejich smérnic.
Pro odchylku o ptimek a:y = kyx + q1, b:y = ko + g2 plati vztah

ki — ko
1+ k- ko

Y

tga—‘

kde o = 7§, ky = 0, kp je neznamd. Po dosazeni dostaneme tg 5 = |ka|, z ¢ehoz ky = £1.
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Zavér. Rovnice hledanych ptimek pak jsou y = 2+ q1 a y = —x + ¢2, kde ¢1, ¢»
vypocteme z podminky, Ze bod A[1; 3] lezi na obou primkach. Hledané feSeni ma tvar:

=x+2 a y=—x+4.

Reseni 3 (urover 2)
Predpokladané znalosti: posunuti, odchylka primek, smérnice, smérnicovy
tvar rovnice primky

VyuZzijeme faktu, Ze smérnice primky ¢ je k; = 0 = tgo, tedy ¢ = 0. Jde tedy
o piimku rovnobéznou s osou x a prochézejici bodem [0; E] Posunme piimku ¢ — ¢
tak, aby prochézela poc¢atkem (primka ¢’ svird s osou x rovnéz uhel ¢). Zkonstruujme
pomocné piimky p) a p, prochazejici pocatkem a svirajici s piimkou ¢’ pozadovany tihel
a = 7. Smérnice piimek k, = tg(p +a) =1a ky = tg(p — a) = —1. Hledané rovnice
primek p; a py pak ziskdme posunutim primek p) a pj, tak, aby prochazel bodem A

y=x+2 a y=—x+4
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Zdroj:

Archiv autora,

Burjan, V., Hrdina, L., Maxian, M. Prehlad matematiky, Bratislava: SPN, 1997.
Obrazovy material: dilo autora upravil Pavel Calabek

Autor: Mgr. Véaclav Vanék; vvanek1@seznam.cz
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RiGzné metody reseni

Tematicky okruh RVP G: Geometrie
Klicové pojmy: bod, primka, vzdéalenost bodu od primky

Uloha

Urcete rovnici ptimky, kterd prochaz{ bodem A [3; 6] a ma od bodu B [1; 2] vzdalenost
v =4.

Reseni 1 (tiroveti 2)
Predpokladané znalosti: rovnice primky, vzdalenost bodu od primky
Predpokladejme, ze hledana primka p existuje a ma rovnici y = kx + ¢q. Dosazenim
souradnic bodu A [3;6] do této rovnice obdrzime vztah 6 = 3k + ¢, z ného vyjadiime
q = 6 —3k, dosadime zpét y = kx + 6 — 3k a upravime na obecny tvar kz —y+6 —3k = 0.
Vime, ze vzdélenost bodu M [zg; yo| od piimky dané v kartézské soustavé souradnic Oxy
rovnici ax + by + ¢ = 0(a # 0V b # 0) je vyjadiena vzorcem

 Jaxg + bao + |
e
Pro bod B [1;2] a hledanou primku p: kx —y + 6 — 3k — 0 tedy plati
k-1—1-246-3k
NS

v (M,p)

4.

Odtud postupné dostavame
|4 — 2k| _y
ViErT
12— k| =2V k2% + 1,
4—ak+ k=4 +1),

3k* +4k =0,
k(3k+4)=0,
odkud
ki=0, k ——il
1 — Y, 2 — 3

Nalezené koeficienty dosadime do obecné rovnice hledané primky. Pro k; = 0 obdrzime
y—6=0, pro ks = —% dostaneme 4x 4 3y — 30 = 0.

Zavér. Hledané primky maji obecné rovnice y — 6 = 0 a 4x + 3y — 30 = 0.

Reseni 2 (tiroveti 2-3)
Predpokladané znalosti: rovnice primky, Thaletova kruznice, stredova rovnice
kruznice
Predpokladejme, ze hledand ptrimka p existuje. Z bodu B spustime kolmici ¢ na
primku p a jeji patu oznacime P. Je ziejmé, ze pata této kolmice bude také prisecikem
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Thaletovy kruznice 7 sestrojené nad prumérem AB a kruznice k se sttedem v bodé B
a polomérem 4. Stied Thaletovy kruznice S lezi ve stiedu tsecky AB a ma soutadnice
S [2; 4], velikost polomeéru je rovna poloviné velikosti tisecky AB tj.

. \/(3—1)22+ (6 — 2)2 s

Kruznice maji sttedové rovnice
(¢ =2)" +(y—4)" =5,
(z—1)°+ (y —2)* = 16,
které muzeme zapsat v obecném tvaru

22 +y? —4x — 8y +15=0, (1)
2y =22 —4y—11=0. (2)

Resenim této soustavy rovnic nalezneme hledané priiseciky. Odectenim (1) od (2) dosta-
neme x + 2y — 13 = 0. Vyjadiime
r=13—-2y (3)

a dosadime do (1), ¢imz obdrzime
(13 —2y)* 4+ 4> —4(13 — 2y) — Sy + 15 = 0,

po uprave
5y% — 52y + 132 = 0.

Resenim této kvadratické rovnice ziskdme koteny y; = 6, yo = 2—52, které dosadime do (3).
Uréime 1 = 1,29 = 25—1 a hledané pruseciky
2
P1[1;6], P2 —s = |-

Dostavame tedy dvé primky.

Primka p;, kterd je ur¢ena body A[3;6], P [1;6] ma normalovy vektor m, = (0;2).
Pak mize mit rovnici 2y + ¢ = 0. Konstantu ¢ vypocitame dosazenim souradnic bodu
A [3;6] do této rovnice. Obdrzime 12 + ¢ = 0, odkud ¢ = —12. Pfimka p; ma tedy rovnici
2y — 12 =0, po uprave y — 6 = 0.

Piimka py, kterd je urcena body A[3;6], P» [25—1, %} ma normélovy vektor nm,, =
= (4;3). Pak muze mit rovnici 4z + 3y + ¢ = 0. Konstantu ¢ vypocitdme dosazenim
souradnic bodu A [3; 6] do této rovnice. Obdrzime 30 + ¢ = 0, odkud ¢ = —30. Primka p,

ma tedy rovnici 4z + 3y — 30 = 0.

Reseni 3 (tirover 2-3)
Predpokladané znalosti: Pythagorova véta, vzdalenost dvou bodi

Opét budeme predpokladat, ze hledand primka p existuje. Z bodu B opét spustime
kolmici ¢ na piimku p a jeji patu oznac¢ime P [m;n]. V pravoihlém trojihelniku ABP
urcime délky jeho stran. Délku strany AB vypocitame jako vzdalenost dvou bodi

|AB| = \/(1—3)2+(2—6)2:@:2\/5,
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délka strany BP je ze zadani rovna 4 a délku strany AP vypocitame z Pythagorovy véty

|AP| = (2\/5)2 42 =20 16="2.

Pro vzdalenost bodu AP a BP plati

Vm =3+ (n—67?=2,
\/(m—1)2+(n—2)2:4,

které mizeme zapsat v obecném tvaru

m?* 4+ n? —6m — 12n + 41 =0, (4)
m? +n? —2m —4n — 11 = 0. (5)

Resenim této soustavy rovnic nalezneme hledané priiseciky. Odectenim (4) od (5) dosta-
neme m + 2n — 13 = 0. Vyjadiime

m =13 —2n (6)
a dosadime do (4), ¢imz obdrzime
(13 —2n)* +n? — 6 (13 — 2n) — 12n + 41 = 0,

po tpravé 5n% — 52n + 132 = 0. Reenim této kvadratické rovnice ziskame kofeny n, = 6,

no = 2—52, které dosadime do (6). Uréime my; = 1,my = 25—1 a hledané pruseciky

21 22
55"

Py [1;6], P, {—

Analogickym postupem jako v predchozi tirovni ur¢ime rovnice primek

pr:y —6 =0, po:dx + 3y — 30 = 0.

Metodické poznamky

P1i teseni je vhodné studentim ukazat souvislosti mezi pojmy Pythagorova
véta, vzdalenost dvou bodu v roviné, stredova rovnice kruznice, pripadné tyto
vztahy odvodit.

Zdroj: archiv autora
Obrazovy material:
Autor: Mgr. Sedlacek Lubomir, Ph.D.; 1sedlacekf@fai.utb.cz
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RiGzné metody reseni

Tematicky okruh RVP G: Geometrie
Klicové pojmy: vzdalenost dvou bodi, analytickd geometrie — piimka, kruznice, sou-
stava rovnic

Uloha

V roviné jsou dany body A = [5;—5], B = [9;3], C' = [3;1]. Najdéte vSechny body
roviny stejné vzdéalené od bodi A, B, C' a urcete tuto vzdalenost.

Reseni 1 (troveti 1-2)

Predpokladané znalosti: analyticka geometrie linearnich utvarti, parametric-
ky tvar rovnice primky v roviné, stied usecky, vzdalenost bodu, feseni soustavy
linearnich rovnic.

Od bodu A, B, C' ma stejnou vzdalenost stfed kruznice opsané trojuhelniku ABC,
ktery lezi v pruseciku os stran tohoto trojihelniku. Osa strany AB prochazi stiredem S

usecky AB a je kolma k této useCce. Pritom S = [#; #] = [7; —1]. Vektor 1@ =

= B — A = (4;8), normdlovy vektor je kolmy k (4;8) a skalarni soucin (4;8) - n = 0, je
tedy rovnobézny s vektorem (8; —4) = 4(2; —1). Osa strany AB ma rovnici

r="T+41,
y=—1—-2t, kde teR.

Obdobné lze vyjadrit rovnici dalsi strany, napt. BC'

r=06+s,
y=2-—3s, kde seR.

Regenim soustavy rovnic
T+t=06+s,
—1—-2t=2-3s
lze vypocitat napt. ¢ = 0 nebo s = 1. Hledany prusecik os stran ma tedy souradnice
7, —1].
V tomto pripadé je tedy stfed kruznice trojuhelniku opsané zaroven stredem strany
AB. Trojuhelnik ABC' je tedy podle Thaletovy véty pravouhly. Vzdélenost

|AS| = |BS| = |CS] = V4 + 16 = V20 = 21/5.

Zdvér. Od bodit A, B, C' ma stejnou vzdalenost bod [7; —1]. Tato vzdalenost je 2v/5.
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Reseni 2 (tiroveti 1-2)

Predpokladané znalosti: analytickd geometrie linearnich utvari, obecny tvar
rovnice primky v roviné, stted tsecky, vzdalenost bodi, feseni soustavy linearnich
rovnic.

Mozno fesit obdobnym zpusobem jako v prvnim pripadé, rovnice os stran lze zadat
v obecném tvaru.

Normalovy vektor osy tiseCky AB je rovnobézny se smérovym vektorem této tsecky,
tedy n = (4;8) = 4 - (1;2). Obecny tvar rovnice osy usecky AB je x +y + ¢ = 0, po
dosazeni souradnic stiedu S = [7; —1] tsecky AB pak

rT+y—6=0, (1)
obdobné lze zapsat obecnou rovnici osy usecky BC' ve tvaru
3r+y—20=0. (2)

Reseni soustavy rovnic (1) a (2) vede opét k bodu [7; —1]. Vypocet vzdalenosti je totozny
s predchozim zpusobem.

Zdvér. Od bodit A, B, C' ma stejnou vzdalenost bod [7; —1]. Tato vzdalenost je 2v/5.

Reseni 3 (tiroveri 1-2)

Predpokladané znalosti: analyticka geometrie linearnich utvart, parametric-
ky i obecny tvar rovnice primky v roviné, stfed tusecky, vzdélenost bodu, Tfeseni
soustavy linearnich rovnic

Reseni je obdobou obou predchazejicich, pouze rovnice jedné osy strany je vyjadiena
ve tvaru parametrickém a druhé ve tvaru obecném.
Z rovnic osy strany

AB: x=T7+t,
y=—-1—-2t, kde telR

dosazenim do rovnice osy strany BC:3x +y — 20 = 0 je 3(7T+t) + (=1 —¢) — 20 = 0,
odkud ¢ = 0. Déle jiz je TeSeni totozné s prvnim resenim.

Zaveér. Od bodu A, B, C' mé stejnou vzdalenost bod [7; —1]. Tato vzdalenost je 2¢/5.

Reseni 4 (tiroveti 2)
Predpokladané znalosti: rovnice kruznice, soustava rovnic
Opét lze vyjit z toho, ze od bodi A, B, C' ma stejnou vzdalenost stied S kruznice
opsané trojuhelniku ABC.
Rovnici této kruznice lze zapsat ve tvaru

(& —m)* + (y —n)* =17,
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kde S = [m,n| a polomér kruznice je zdroven hledanou vzdalenosti. Body A, B, C' lezi
na této kruznici, spliuji tedy jeji rovnici. Jejich dosazenim do rovnice kruznice vznikne
soustava 3 rovnic o 3 neznamych

(5=m)* + (=5 —n)* =72,
(9—m)*+ (3 -n)*=r",

(3—m)*+ (1 —n)* =72
Resenim této soustavy lze dospét k zévéru m =7, n = —1, r = v/20.

Zdver. Od bodit A, B, C ma stejnou vzdélenost bod [7; —1]. Tato vzdalenost je 21/5.

Reseni 5 (troveri 2)
Predpokladané znalosti: vzdalenost bodi, reseni soustavy rovnic
Do vzorce pro vzdalenost dvou bodu dosadime postupné souradnice bodu A, B, C'

a vyjadiime jejich vzdalenost od bodu S = [m,n]. VSechny tyto vzdalenosti se musi
rovnat.

VE—m)? (=5 —n)? = /9 —m)+ B -n)’ =/B—m)’ + (1 -n)>.

Po umocnéni ziskame stejnou soustavu rovnic jako v predchézejiim zptsobu feseni. umoc-
néni je zde ekvivalentni ipravou, nebot vSechny odmocnované vyrazy jsou nezaporné.

Zdvér. Od bodit A, B, C' ma stejnou vzdalenost bod [7; —1]. Tato vzdalenost je 2v/5.

Reseni 6 (troveti 2-3)
Predpokladané znalosti: sinova véta, délka tsecky — vzdalenost dvou bodi,
uhel vektori, goniometrické funkce
Tento zptisob feseni opét vychazi z toho, ze od bodi A, B, C' ma stejnou vzdéalenost
stted S kruznice opsané trojihelniku ABC.
Podle sinové véty pro polomeér kruznice trojuhelniku opsané plati

2r = ¢

3
sina’ (3)

kde a = |BC| je délka strany trojihelnika a o = |<CAB]| je velikost vnitintho thlu

protilehlého této strané. Délka strany a = /62 + 22 = 24/10, tthel « lze vypocitat jako
tthel vektoru

AB - AC (4:8) - (-2:6)  —8+48 1 32

cosa = =

‘B‘ ‘j@‘ V161 64-VE1+36 3200 2 o2

Zrejmé tedy a = 7 a sina = */Ti, po dosazeni vyse vypocitanych hodnot do (3) vychazi

r = 2v/5. Soutadnice stfedu pak lze vypoditat z rovnic
V(5= m)? + (=5 —n)® = 2v5,

VB=m)?+(1—n)?=2v5,
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odkud opét m =7an = —1.
Zdvér. Od bodi A, B, C' ma stejnou vzdalenost bod [7; —1]. Tato vzdalenost je 2v/5.

Reseni 7 (troven 2)
Predpokladané znalosti: pravouhly trojuhelnik vzdalenost dvou bodu, thel
vektoru
V tomto konkrétnim pripadé po zjisténi, Ze se jednd o pravouhly trojuhelnik (coz
vyplyva napr. z 1. zptusobu Teseni a lze ovérit Pythagorovou vétou pro vypocitané délky
—
stran nebo vypoctem velikosti thlu vektori 1@ , C'V), 1ze vypoditat souradnice hledaného

bodu jako soufadnice stfedu tsecky S = [7; —1] a jeho vzdélenosti od libovolného bodu,
napr.

VB4 (- (-1)? =25,

Zdvér. Od bodit A, B, C' ma stejnou vzdalenost bod [7; —1]. Tato vzdalenost je 2v/5.

Zdroj: archiv autora
Obrazovy material:
Autor: Mgr. Ivana Ondrackovd; ondrackova@gjkt.cz
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RiGzné metody reseni

Tematicky okruh RVP G: Geometrie
Klicové pojmy: analytickd geometrie, vzdalenost bodu od primky

Uloha

Jsou dany body A [3;4] a M [2;1]. Uréete rovnici piimky, kterd prochézi bodem A, a
od bodu M ma vzdalenost 1.

Reseni 1 (uroven 2)
Predpokladané znalosti: obecnd rovnice primky, vztah pro urceni vzdéalenosti
bodu od primky, feSeni rovnic s absolutni hodnotou

Hleddme rovnici ptimky r ve tvaru ax + by + ¢ = 0, ktera prochazi bodem A, a ma
od bodu M ma vzdalenost 1.
Z podminky, ze bod A lezi na primce r, plyne: 3a +4b+ ¢ = 0. Pro urceni vzdalenosti

pouzijeme vztah
~Jam +bn + ¢

Y
Va2 + b?
kde M [m,n| a a, b, ¢ jsou koeficienty v obecné rovnici primky r. Dosadime a ziskame
dalsi rovnici

v (M,r)

- |2a + b+ |
Tim ziskdme soustavu dvou rovnic o trech nezndmych. Protoze neznamé a, b vyjadiuji
souradnice vektoru n,., mizeme si zvolit jeho velikost a tim soustavu doplnit o treti
potiebnou rovnici. Volime va2 + b2 = 1, tedy a® + b* = 1.
Prehledné zapiseme

3a+4b+c=0,
- |2a + b+ |
a>+b* =1
Upravime
3a+4b+c =0,
12a +b+c| =1,
a? +b* = 1.

Rozlisime dva pripady:

a) 2a + b+ ¢ > 0. V tomto pripadé Tesime soustavu rovnic

3a+4b+c =0,
2a+b+c=1,
a2+ =1.
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Jejim fesenim dostaneme

(a,b,c) € {(=1;0;3), (%7 _%;O)}'

b) 2a + b+ ¢ < 0. V tomto pripadé fesime soustavu rovnic

3a+4b+c =0,
20 +b+c= -1,
a’+ b2 =1.

Jejim fesenim dostaneme

Hledané pfimky maji tedy rovnice r;: —x + 3 = 0, ro: 42 — 3y = 0. Rovnice primek,
které vzniknou z postupu b) vyjadiuji stejné primky, nebot jsou pouze (—1)ndsobky
rovnic ziskanych z ¢asti a).

Zaver. Hledané primky maji rovnice r; : —z 4+ 3 = 0,7y : 4o — 3y = 0.

Reseni 2 (droven 3)
Predpokladané znalosti: souradnice vektort, skalarni soucin vektort, reseni
soustavy kvadratickych rovnic

Hlavni strategie feseni je zalozena na faktu, ze skalarni souc¢in dvou navzajem kolmych
vektort je roven 0. Na primce r, jejiz rovnici hledame, stanovime bod X tak, aby tsecka
SX byla kolma na primku r a jeji velikost byla rovné jedné.

Ozna¢me souradnice bodu X [z, y|. Zavedeme vektory M X , S?k . Vzhledem k tomu,
ze body M a X lezi na primce r a tusecka SX je k ni kolma, plati pro odpovidajici

skalarni souc¢in M X . 54)(> = 0. Odtud dostaneme prvni rovnici. Souradnice obou vektort
jsou MX = (x—3,y—4), SX = (x — 2,y — 1) a ziskand rovnice ma tvar:

(z=3)(r=2)+ -4 —-1)=0.

Upravime x2 +y2 — 5z — 5y + 10 = 0. Druhou rovnici ziskdme z podminky velikosti tisecky
|SX| = 1.

V=22 +@-172=1

Upravime 22 4 y? — 4z — 2y + 4 = 0.
Soustavu zapiseme prehledné

22 4+y* —5r — 5y +10 =0,
2?4y —dr—2y+4=0.

Od prvni rovnice odecteme druhou rovnici a ziskdme rovnici —z — 3y + 6 = 0. Vyjadiime
x a dosadime do druhé rovnice. Po tupravé ziskame kvadratickou rovnici

5y? — 13y +8 =0,
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kterd ma kofeny 1, = %, y2 = 1. Hledané body tak jsou X; [g; %], Xs [3;1].
Body M, X; a M, X5 urcuji hledané primky. Stanoveni rovnic obou primek je jiz

jednoduché. Opét dostaneme rovnice dvou primek ri: —x +3 = 0, ro:dax — 3y = 0.

Zaver. Hledané ptimky maji rovnice r1: —x + 3 =0, ro: 4z — 3y = 0.

Reseni 3 (troven 2)
Predpokladané znalosti: rovnice kruznice, tecna ke kruznici vedena vnéjsim
bodem

Dalsi zplisob Teseni je prevod tlohy na tlohu typu vedeni tecny z vnéjsitho bodu ke
kruznici. Konkrétné povedeme tecnu r bodem A ke kruznici se stredem M a polomérem
jedna.

Rovnice kruznice mé tvar (z —2)* + (y —1)> = 1. Bod dotyku oznacime T [p, q],
potom rovnice te¢ny r ma tvar

(p=2)(z=2)+(¢-Dy-1)—-1=0.
Dosadime souradnice bodu A, kterym tec¢na urcité prochézi. Ziskame linearni rovnici
(p-2)+3(q-1)—1=0
a vyjadiime p = —3q + 6. Bod T lezi na kruznici, proto musi splnovat jeji rovnici
(P—2°+(q—1)° =1
Dosadime za p vyraz —3q + 6 a ziskame rovnici o jedné neznamé
(=3¢ +4)°+(¢—1)° =1

Upravime 5¢% — 13q + 8 = 0. Je ziejmé, Ze jsme ziskali stejnou rovnici jako v druhém
pifpadé. Reseni je 1 = %, q2 = 1. Hledané body: T [g; %], T3 [3; 1]. Dosazenim do rovnice
tecny opét dostaneme rovnice hledanych tecen, resp. hledanych primek r: —z + 3 = 0,
ro:dxr — 3y = 0.

Zaver. Hledané primky maji rovnice r1: —x + 3 =0, ro: 4z — 3y = 0.

Zdroj: archiv autora
Obrazovy material:
Autor: PaedDr. Nadézda Kubesovd; kubesova@gop.pilsedu.cz
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RiGzné metody reseni

Tematicky okruh RVP G: Geometrie
Klicové pojmy: vzdalenost bodu od ptimky v prostoru

Uloha
Urcete vzdélenost bodu A[0;2; 3] od piimky p = {[3+¢;5 + 2; —t] ,t € R}.

Reseni 1 (tiroveri 1-2)
Predpokladané znalosti: analytické vyjadieni primky a roviny
Oznac¢me p rovinu kolmou k piimce p, ktera prochazi bodem A. Normalovy vektor
roviny p odpovidd smérovému vektoru primky p. Obecna rovnice roviny p mé pak tvar

r+2y—z+d=0.
Lezi-li bod A v roviné p, je d = —1. Tedy obecna rovnice roviny p je
r+2y—z—1=0.

Oznacme P prusecik primky p a roviny p. Soutadnice bodu P ziskdme fesenim sou-
stavy rovnic

prr+2y—z—1=0; (1)
p:x =3+t
y =5+ 2t (2)
z = —t.

Po dosazeni z rovnic (2) parametrického vyjadieni primky p do rovnice (1) obecné rovnice
roviny p dostaneme rovnici

(B34)+2(5+2t) — (—t) — 1 =0,

odtud t = =2, tedy P [1;1;2]. Ziejmé plati, ze |Ap| = |AP|. Vzdalenost |AP| uréime dle
znamého vztahu pro urceni vzdalenosti dvou bodu v prostoru, tj. plati

AP| = VI— 0P+ (127 + @37 = V3.
Zdveér. Vzdalenost bodu A od pifmky p je v/3.

Reseni 2 (tiroveti 2-3)
Predpokladané znalosti: analytické vyjadreni primky, extremalni ilohy
Vzdalenost bodu A od pfimky p odpovidd minimalni vzdalenosti |[AX |, kde X € p.
Bod X € p, proto X = [3+t;5+ 2t; —t], kde t € R, tedy plati

|AX| = /(3+1t—0)2+ (542t —2)2 + (—t — 3)2,
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odtud |AX| = V/6t2 + 24t + 27. Doplnénim vyrazu pod odmocninou na tplny étverec

dostaneme
|AX| = /6t + 2)2 + 3.
Vyraz 1/6(t + 2)% 4+ 3 pak nabyva své minimaln{ hodnoty, pravé kdyz t+2 = 0, tj. t = —2.
Tedy |Ap| = V3.
Zdver. Vzdalenost bodu A od pifmky p je v/3.

Reseni 3 (troveti 3)
Predpokladané znalosti: analytické vyjadieni primky a kulové plochy

Uvazujme systém kulovych ploch se sttedem v bodé A. Tento systém kulovych ploch

je dan rovnici
2+ (y—22+(z-3%=7r* kde recR"

Hledame kulovou plochu &, kterd ma s primkou p pravé jeden spolecny bod, tj. primka
je jeji tecnou. Polomér takové kulové plochy odpovida vzdalenosti bodu A od primky p.
Resime tedy soustavu rovnic

ka4 (y—2)2 + (2 —3)2 =% (3)
prx =3+t
y =95+ 2t (4)
z = —t.

Po dosazeni z rovnic (4) parametrického vyjadreni primky p do rovnice (3) kulové plochy
k a po upravach dostaneme kvadratickou rovnici s neznamou t a parametrem r

6t2 + 24t + 27 — 12 = 0.

Déle uré¢ime hodnotu parametru r tak, aby soustava méla praveé jedno reseni. Diskri-
minant D kvadratické rovnice musi byt nulovy, tj. plati:

D=24*-4-6-(27—1%) =0 (5)

Protoze r je kladné redlné ¢islo, vyhovuje kvadratické rovnici (5) pouze jediné feseni a
tj. r = /3. Polomér kulové plochy, kterd ma s primkou p pravé jeden spoleény bod, je

r=/3.
Zaveér. Vzdalenost bodu A od pifmky p je v/3.

Metodické poznamky

Uloha je vyuzitelnd pii skupinové préci zékt. Ukolem z&kt by mohlo byt
urceni ruznych zptisobii feseni, popt. prevést tuto situaci z prostoru do roviny
a modifikovat uvedené zpiisoby feseni.

Zdroj:

Petédkova, J. Matematika: priprava k maturité a k prijimacim zkouskdm na vysoké skoly.
1. vyd. Praha: Prometheus, 1998, 303 s.

Obrazovy material:

Autor: Mgr. Tomas Taborsky; ttaborsky@gmk . cz
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RiGzné metody reseni

Tematicky okruh RVP G: Geometrie
Klicové pojmy: kruznice, tecna, normala

Uloha

Urcete rovnici kruznice se stiedem S [1;2], jejiz tena ma rovnici 4x — 3y 4+ 27 = 0.

Reseni 1 (drovern 2)
Predpokladané znalosti: sttedova rovnice kruznice, reseni kvadratické rovnice

Z rovnice tecny vyjadiime y = %x + 9 a dosadime do stredové rovnice kruznice
(=1 +(y—2)" =",
¢imz obdrzime
A 2
(x—1)*+ (g”ﬁ + 7) _
Tuto kvadratickou rovnici déle upravujeme na zakladni tvar

16 , 56

x2—2x+1—|—§x +§x+49—r2:(),
922 — 18x 4+ 9 + 1622 4+ 168z + 441 — 92 = 0,
2527 — 1502 + 450 — 9r* = 0. (1)

Protoze tecna ma s kruznici jeden spolecny bod, musi byt diskriminant kvadratické
rovnice (1) roven nule. Plati

D = (—150)* — 4 -25 - (450 — 9r?) = 0.
Dalsimi ipravami postupné dostaneme

22 500 — 45 000 — 90072 = 0,
—22 500 + 900r% = 0,

r? =25,
r=2>5.

Zdver. Hledans kruznice ma stfedovou rovnici (z — 1)? + (y — 2)* = 25, kterou mi-
zeme zapsat v obecném tvaru a2 + y? — 2z — 4y — 20 = 0.

Reseni 2 (tiroveti 2)
Predpokladané znalosti: norméla, vzdélenost dvou bodt, stfedova rovnice
kruznice
Je-li rovnice tecny 4xr — 3y + 27 = 0, pak miize mit norméla rovnici 3x + 4y +
+ ¢ = 0. Konstantu ¢ urc¢ime z podminky, ze norméla musi prochazet stredem kruznice.
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tder —3y+27=0

S[1,2]

Obr. 1: Grafické znazornéni situace
Souradnice stfedu kruznice musi tedy vyhovovat rovnici normaly. Po dosazeni souradnic
stfedu kruznice do rovnice normély dostavame
3-144-24+¢=0, odtud c=—11.
Normaéla mé tedy rovnici 3x + 4y — 11 = 0.
Vzhledem k tomu, ze bod dotyku T teény s kruznici je prisec¢ikem teény a normély,

nalezneme jeho soutradnice spoleénym fesenim jejich rovnic.
VyteSenim soustavy dvou rovnic o dvou neznamych

dr — 3y + 27 =0,
3r+4y — 11 =0,

pak obdrzime T'[—3; 5] . Polomér hledané kruznice

r=I|ST| tj. r= \/(—3—1)2+(5—2)2,
odkud
r=>9.

Hledan4 kruZnice mé stiedovou rovnici ( — 1)* + (y — 2)* = 25, kterou miiZeme zapsat
v obecném tvaru 2 + 3% — 2z — 4y — 20 = 0.

Reseni 3 (tiroveti 1)
Predpokladané znalosti: vzdalenost bodu od primky, stfedova rovnice kruz-

nice

Obecné plati, ze vzdélenost bodu M [zg,yo] od piimky dané v kartézské soustavé
soutadnic Ozy rovnici ax + by + ¢ =0 (a # 0V b # 0) je vyjadrena vzorcem
Jaxg + bao + |

Va2 +
86
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Vzdalenost tecény t od stfedu S kruznice je rovna poloméru kruznice. Polomér hledané

kruznice 41 .94 97
r=uv(S,t) tj. 7":| 1+(3) 24 |,

42 + (=3)?

odkud
r=2>5.

Hledans kruznice ma stiedovou rovnici (z — 1)* + (y — 2)? = 25, kterou miizeme zapsat
v obecném tvaru x2 + y? — 2z — 4y — 20 = 0.

Zdroj: archiv autora
Obrazovy material:
Autor: Mgr. Sedlacek Lubomir, Ph.D.; 1sedlacekf@fai.utb.cz
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RiGzné metody reseni

Tematicky okruh RVP G: Geometrie
Klicové pojmy: tecna ke kruznici, analyticka rovnice kruznice

Uloha
Urcete obecnou rovnici teény kruznice
k:a? 4+ y? — 6z +4y +8 =0,
kterd prochazi bodem A[2;1].
Reseni 1 (tiroveri 2)

Predpokladané znalosti: smérovy a norméalovy vektor primky, polara primky,
feSeni soustavy linedrni a kvadratické rovnice

Nejprve upravime rovnici kruznice na stredovy tvar
22— 6z +9+y* +dy+4=05,
tj.
(x—3)*+ (y+2)* =5.

K urceni te¢ny lze vyuzit polaru, tj. primku, ktera prochazi obéma body dotyku. Obecnou
rovnici polary ziskdme dosazenim souradnic bodu A[2; 1], tj. 1 =2 a y; = 1 do rovnice

(z = m)(z1 —m) + (y = n)(y1 —n) =17,

kde m a n jsou souradnice stfedu a r polomeér kruznice k. Rovnice polary je tedy
(x—=3)2-3)+(y+2)(1+2) =5,
tj.
—x+3y+4=0.
Dosadime-li z = 3y + 4, do rovnice kruznice, dostaneme kvadratickou rovnici:
(By+4)>*+y*—6(3y+4) +4y+8=0,
tj.
10y* + 10y = 0.

Prvnim fesenim je y; = 0 a prislusné x1 = 3 -0+ 4 = 4, druhé je potom y, = —1 a
prislusné o =3 - (—1)+4 = 1.

Zdvér. Prvni tecna tedy prochazi body A[2;1] a T1[4;0] a mé prislusnou rovnici
T+ 2y —4=0.
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Druhd tecna prochazi body A[2,1] a T,[1, —1] a mé rovnici

20 —y—3=0.

Reseni 2 (droven 2)
Predpokladané znalosti: obecna rovnice kruznice, reseni soustavy dvou kvad-
ratickych rovnic, smérovy a normalovy vektor primky

Bod dotyku tecny s kruznici lezi na Thaletové kruznici sestrojené nad tuseckou SA
jako nad pramérem. St¥ed kruznice k je v bodé S[3; —2|. Stted Thaletovy kruznice je
proto v bodé ST[%; —%] Polomér Thaletovy kruznice je pak

5 2 1 2 10 10
rT:|SST|:\/<§—3> +<—§+2> =\/Z=§.

Thaletova kruznice ma proto stredovy tvar
5\ (] > 10
r—= -] =—
2 ) 1

2 +y? —br+y+4=0.

a obecnou rovnici

Body dotyku tecny ke kruznici proto ziskame jako prisecik kruznice k a prislusné Tha-
letovy kruznice, tj. jako Teseni soustavy

2 4+y? —6r+4y+8=0
22 +y? —br+y+4=0.
Odectenim obou rovnic ziskdme linedrni rovnici
—x+3y+4=0.
Dalsi postup je stejny jako v predchozim zptisobu feseni.
Reseni 3 (tiroveti 3)

Predpokladané znalosti: soustava linearni a kvadratické rovnice s realnym
parametrem, smérnicovy tvar primky

Primka, kterd prochazi bodem A[2;1], ma rovnici vyjadfenou pomoci smérnicového
tvaru
y—1=k(x—2), tj. y=kx+ (1—2k).

Ma-li tato primka byt tecnou dané kruznice, musi mit soustava rovnic

2y —6r+4y+8=0,
y=kx+ (1—2k)

s realnym parametrem k pravé jedno reseni.
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Dosadime-li do rovnice kruznice za nezndmou y z rovnice primky, dostavame kvadra-
tickou rovnici

22+ (kz + (1 - 2k))° — 62 + 4(ka + (1 — 2k)) +8 =0,
kterou lze upravit na tvar
(k* 4 1)2* 4 (—4k* + 6k — 6)z + (4k* — 12k +13) = 0.
Pro diskriminant D této kvadratické rovnice pak nutné plati
0= D = (—4k? + 6k — 6) — 4(k? + 1)(4k? — 12k + 13) = 16k> — 24k — 16

(soustava ma pravé jedno reseni). Kofeny posledni rovnice jsou éisla

Prvni hledand teéna ma rovnici ve smérnicovém tvaru

=2z —3

a druha 1
= —— 2
Y 290+ )

coz po upraveé dava stejny vysledek jako v predchézejicich feSenich.

Reseni 4 (droven 3)
Predpokladané znalosti: parametrické vyjadreni kruznice, skalarni soucin vek-
torli, goniometrické rovnice

Upravou obecné rovnice kruznice na stfedovy tvar ziskdme soutadnice stiedu kruznice
k, tj. S[3; —2], a velikost poloméru r = V/5. Soutadnice libovolného bodu X kruznice k
pak mizeme vyjadrit ve tvaru

T =Tg + rcosy, Y =1Ys + rsiny,

kde zg a yg jsou soutadnice stiredu S kruznice k, r jeji polomér kruznice a ¢ je vhodny
uhel. Plati tedy
:E:3—|—\/5cos<p, y:—2+\/gsin90.

Ma-li byt X bodem dotyku tecny ke kruznici k, jsou oba vektory

=X —A=(1+5cosp;—3+V5sinp),
=X —S=(V5cosp,V5siny)

navzajem kolmé, tj. pro jejich skalarni souc¢in dostaneme
u-v=0.

Plati tedy
\/ECOSQD—F 5cos? @ — 3\/gsingp + 5sin? p = 0,
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£,
\/gcosgo - 3\/gsingo = —5.
Vydélenim celé rovnice ¢islem \/ (v/5)2 + (—3v/5)2 = 5v/2 # 0 dostaneme

V10 3vV10 . V2
—— Ccosp — sinp = ——.
10 10 2
Uvazujme thel 0 < ¢ < 7, pro ktery plati
" V10 . 3v10
= — 1n _ .
o8 TR 10

Danou rovnici 1ze poté prepsat do tvaru

“l%

cos(1) + p) = cos ) cos ¢ — sinsinp = —

Pro teseni ¢ této rovnice plati bud

3 5
Z/J‘i‘(ﬂ:zﬂ', nebo w—i—(p:zﬂ'

V prvnim pripadeé je tedy

COS (p = COS §7T—77/) = cos §7r cos 1 + sin §7r siny) =
4 4 4

V2 VIO V2 3V/10 VB

2 10 57

+
3 3 3
sin ¢ = sin (ZW — w> = sin <Z7T) cos Y — cos (A—Lﬂ'> siny =

V2 VIO, V2 3VI0 25

2 10 2 10 )

Bod dotyku tecny s kruznici £ mé proto souradnice

5
$=3+\/5COSQO:3+\/5'\/?_:4,

24/5
y:—2+\/gsing0:—2+\/5~T\/_:0
a prislusna tecna ma rovnici
r+2y—4=0.
Ve druhém ptipadé je tedy

5 5 5
COS ( = COS (Zw — w> = CoS (Zw) cos 1) + sin <4_17T) siny =

2 10 2 10 5
. (5 (5 5\ .
SN 0 = SIn (177 - ¢> = sin (Zﬂ> cos ) — cos (Z—lﬂ) siny) =
V2 V10 V2 310 V5
~ T2 10 T2 10 5



Prislusny bod dotyku mé proto souradnice

2v/5
x=3+x/§cosg0:3+\/5-<—?\/_> =1,

5
y=—2+\/gsincp:—2+\/g-%=—1

a prislusna te¢na ma rovnici

20 —y—3=0.

Zdroj: archiv autora
Obrazovy material:
Autor: Mgr. Radek Horensky, Ph.D.; horensky@gymst.cz
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RiGzné metody reseni

Tematicky okruh RVP G: Geometrie
Klicové pojmy: analytické vyjadieni primky v roviné, analytické vyjadieni kruznice

Uloha
Napiste obecnou rovnici tecny kruznice k: 224y —4x+2y = 20 v jejim bodé T'[—1; 3].

Reseni 1 (droven 3)
Predpokladané znalosti: tiprava obecné rovnice kruznice na stredovy tvar,
vzorec pro tecnu kruznice v jejim daném bodé

Nejdiive upravime rovnici kruznice k(S; r) na sttedovy tvar, tj. ,doplnime na ¢tverec®

P —dr A+ 2 +1=20+4+1,
(x—2)*+ (y +1)* = 25.

Ziskame tak stfedovou rovnici kruznice o stiedu S [2; —1] a poloméru r = 5.
Vzorec pro teénu kruzmice (z —m)* 4 (y —n)? = 12 v jejim bodé T [t; Lo] je

(t1 —m) (x —m) + (ty —n) (y —n) =72
Pro danou kruznici £ a jeji dany bod T to znamena

(-1-2)(x—2)+(3+1)(y+1) =25,
3z — 4y + 15 = 0.

Reseni 2 (droven 2)
Predpokladané znalosti: tiprava obecné rovnice kruznice na stredovy tvar,
zakladni vlastnost tecny kruznice, obecnéa rovnice primky

Nejdifve upravime rovnici kruznice k(S;7) na stiedovy tvar (viz ReSeni 1)
(z—2°+(@y+1)2=25  S[2-1], r=5.

Tecna kruznice je kolma k poloméru, ktery spojuje bod dotyku se sttedem kruznice,

neboli vektor 57 je normalovym vektorem tecny ¢ kruznice k(S;r) v jejim bodé T'
no=S5T=T-5=(34).

Soutadnice normélového vektoru 7y jsou koeficienty a, b v obecné rovnici ax +by+c =0
tecny t:3x + 4y + ¢ = 0. Koeficient ¢ uré¢ime z podminky, ze bod T" je bodem tecny ¢

Tet = 3-(-1)—4-34c¢c=0 = c=15
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Reseni 3 (uroven 1)
Predpokladané znalosti: derivace funkce urc¢ené implicitné, geometricky vy-
znam derivace, smérnicovy tvar rovnice primky

Derivujeme implicitni funkci 22 4+ y? — 42 + 2y = 20

2—x

20+ 29y —4+2y =0 = o = .
vy Yy Yy |

Smérnice tecny ¢ grafu funkce je rovna hodnoté prvni derivace funkce v bodé dotyku 7'

k‘t = y,(T) =

>~

Koeficient ¢ do smérnicového tvaru y = kx + ¢ rovnice teény t uré¢ime z podminky, zZe
bod T' je bodem tecny t

Tet = 3=2.14q = gq¢=12

Smérnicovy tvar rovnice tecny t je y = %x + 1745, ktery jednoduchymi tpravami pre-
vedeme na obecnou rovnici 3x — 4y + 15 = 0.

Zdvér. Obecna rovnice teény kruznice k: 2% +y* — 4z + 2y = 20 v jejim bodé T'[—1; 3]
je3x —4y +15=0.

Zdroj: archiv autora
Obrazovy material:
Autor: RNDr. Eva Pomykalova; eva.pomykalova@email.cz
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RiGzné metody reseni

Tematicky okruh RVP G: Geometrie
Klicové pojmy: odchylka ptimek v roviné

Uloha

Je déna pifmka p:zv/3 + 3y + 15 = 0 a bod A [—3;0]. Urcete rovnici primky, ktera
prochazi bodem A a s primkou p svira thel 60°.

Reseni 1 (tiroveti 2)
Predpokladané znalosti: obecna rovnice primky, vztah pro urcéeni odchylky
dvou ptimek, feseni rovnic s absolutni hodnotou.

Hledame rovnici ptimky r ve tvaru ax + by + ¢ = 0, kterd prochazi bodem A a svira
s primkou p thel 60°.

Z podminky, ze bod A lezi na ptimce p, plyne —3a + ¢ = 0. Odchylku obou piimek
urc¢ime pomoci normalovych vektort m, ( V3, 3), n, (a,b) uzitim vzorce pro skaldrni soucin

- |n, - n,|
Y T ]
Po dosazeni dostavame vztah
av3 + 3b
cos 60° = ‘ V3 }

RCETEG)
ktery upravime na tvar
I ‘a + \/gb‘
RN
Ziskame tak soustavu dvou rovnic o tfech neznamych.
Protoze neznamé a, b vyjadruji souradnice vektoru n,, mizeme si zvolit jeho velikost

a tim soustavu doplnit o tieti potiebnou rovnici. Volime va2 + b2 = 1, tedy a® + b* = 1.
Dostavame tak po tpravé soustavu

—3a+c=0,
1= a+\/§b‘,
a>+b*=1.

Pro odstranéni absolutnich hodnot uvazujeme dva pripady
a) Pokud a + V3b = 1, potom dosazenim a = 1 — v/3b do tfeti rovnice dostaneme
(1 —+/3b)? +b? = 1, coz upravime na tvar

462 — 203 =0
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a vyfesime. Pak ziskdme po dosazeni a = 1 — /3b, ¢ = 3a dvé Feeni

(a,b,¢) € {(1 0;3), ( 2,?,_3)}.

b) Pokud a + v/3b = —1, potom dosazenim a = —1 — 1/3b do tieti rovnice dostaneme
(=1 — v/3b)% + b% = 1, coz upravime na tvar

40 +20V3 =0

a vyfesime. Pak ziskdme po dosazeni a = —1 — v/3b, ¢ = 3a dvé Fedeni

(a,b,¢) € {(—1;0;—3), (%;_\/75; g)}

Zdvér. Existuji dvé hledané piimky r1:z +3 = 0, ro: =2z + Y3y — 3 = 0. Rovnice

primek, které vzniknou v ¢asti b) vyjadruji tytéz primky, nebot jsou pouze nasobky rovnic
ziskanych z Casti a).

Reseni 2 (droven 2)
Predpokladané znalosti: smérnicova rovnice primky, vztah pro urceni odchyl-
ky dvou primek pomoci smérnic, feseni rovnic s absolutni hodnotou.

Prevedeme rovnici primky p do smérnicového tvaru y = —*/?gx — 5. Hledame rovnici
primky r vyjadfenou ve smérnicovém tvaru y = kx + ¢. Vyuzijeme vzorec pro vypocet

odchylky primek ze smérnic primek

k1 — ko
1+ K1k

thDZ‘

Dosadime a ziskame rovnici s absolutni hodnotou o jedné neznamé.

k+ 43
Vi |t
1 -5k
Pro odstranéni absolutni hodnoty uvazujeme dva pripady
k+
a) V3= fk

Tato rovnice ma reseni k = \/Tg Proto tloze vyhovuje primka o rovnici y = \/?gx + ¢,
dosadime souradnice bodu A, urc¢ime konstantu ¢ a dostaneme rovnici hledané primky
Yy = fx + /3, kterou jesté prevedeme na obecny tvar

m—\/§y+3:().

kL2
fk

Upravou dostaneme rovnici 0k = 4, ktera nema reseni.

b) —\/_—
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Ovsem druha hledana primka existuje, je to pripad tzv. pfimky bez smérnice. Kazda
takova primka je rovnobézna s osou y. Vybereme tu, kterd prochazi bodem A. Ziskame
rovnici z + 3 = 0.

Zdvér. Hledané pfimky maji rovnice r:z +3 =0, ro:x — /3y +3 = 0.

Reseni 3 (tiroveti 3)
Predpokladané znalosti: smérovy a norméalovy vektor primky, soucet vektort.
Hledanou primku oznac¢ime r. Nasledujici zptsob feseni je velmi zajimavy. Vyuzijeme
soucet vektort. Provedeme soucet smérového a normalového vektoru primky p tak, aby
smérovy vektor hledané primky sviral se smérovym vektorem zadané primky pozadovany
uthel 60°. Toho dosdhneme tpravou velikosti normalového vektoru.

A

s, velikost |s, |

/o0

Sp, velikost |s|
Obr. 1

n,, velikost |n,|

Celou situaci velmi pfesné dokumentuje obrazek 1. Oznacime s, (u, v) smérovy vektor
primky p, potom normélovy vektor je n’), (—v, u). Pozadovanou velikost normélového vek-
toru dosdhneme tak, Ze soufadnice vynasobime hodnotou tg ¢, tedy n, (—vtg e, utgp).
Smérovy vektor primky r dostaneme souctem a rozdilem obou vektorti.

Konkrétné pro zadanou tlohu

s (3-v3),  m(V3tg603t560°) = (3:3v3).

Pro smérovy vektor primky r plati

a) s, = s, + n,, po dosazeni s, (6; 2\/5) Normaélovy vektor primky r ma souradnice
n, (2\/5; —6) (1; —\/§) Potom hledand rovnice piimky mé opét tvar = —+/3y+3 = 0.

b) s, = s, — n,, po dosazeni s, (O; —4\/3). Normalovy vektor primky r ma souradnice
n, (—4v/3,0) (1,0). Potom hledand rovnice pfimky ma opét tvar z + 3 = 0.

Zdver. Hledané pifmky maji rovnice ri:x4+3 =0, r:2 — 3y + 3 = 0.

Metodické poznamky

Reseni &slo jedna je zcela klasické a vychéazi ze vztaht, které se povinné do
vyuky analytické geometrie zafazuji. ReSenf nenf logicky té7ké, je ze vSech postu-
pi numericky nejnaroc¢néjsi. Dalsi postup prezentovany ve druhém teseni vychazi
ze vzorce, ktery je zarazovan do rozsitujici latky. Paradoxné je numericky jedno-
dussi. Posledni postup je numericky nejjednodussi. Vyzaduje ovSsem porozumeéni
problematice vektorovych operaci. Postup je spiSe urcen pro nadané zaky.
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Zdroj: archiv autora
Obrazovy material: dilo autora upravil Pavel Calabek
Autor: PaedDr. Nadézda Kubesovd; kubesova@gop.pilsedu.cz
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RiGzné metody reseni

Tematicky okruh RVP G: Geometrie
Klicové pojmy: tecna kruznice daného sméru

Uloha

Urcete obecnou rovnici teény kruznice
kia? 4+ 9? — 6z +4y+8 =0,

ktera je rovnobéznd s primkou
p:2z —y+5=0.

Reseni 1 (uroven 1)
Predpokladané znalosti: smérovy a normalovy vektor primky, feseni soustavy
linearni a kvadratické rovnice

Stredem kruznice vedeme primku ¢, kterd je kolma k primce p. Tato piimka protne
kruznici v bodech, které jsou body dotyku hledanych tecen. Normélovy vektor primky p
je

fip = (2; —1),

normalovy vektor primky ¢ kolmé k primce p je
ng = (1;2).
Ptimka prochézi bodem S[3; —2], proto jeji obecnd rovnice ma tvar
r+2y+1=0.
Priseciky této primky dostaneme po dosazeni x = —2y — 1 do rovnice kruznice, tj.
2 2
(=2y—1)=3)"+ (y+2)” =5,

odkud po tupravé dostaneme
5y% + 20y + 15 = 0.

Tato kvadraticka rovnice ma redlné koreny y; = —1 a yo = —3.

Zaver. Kofenu y; odpovidda bod dotyku 73[1; —1] a prislusnd tecna mé normalovy
vektor stejny jako 7, = (2; —1), proto jeji obecna rovnice je

20 —y—3=0,
kofenu yo odpovidd bod dotyku T5[5; —3] a prislusnd teéna méa obecnou rovnici
20 —y—13 =0.
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Reseni 2 (droven 2)
Predpokladané znalosti: smérovy a normalovy vektor primky, feseni soustavy
linearni a kvadratické rovnice s parametrem

Ptimka, kterd je rovnobézna se zadanou primkou p, ma obecnou rovnici
2¢0 —y+c=0,

kde ¢ je vhodné realné ¢islo. Ma-li byt takova primka tecnou kruznice, musi mit soustava
rovnic

2?4+ y? —6x +4y +8=0,
20 —y+c=0
pravé jedno reseni. Dosadime-li y = 22 + ¢ do rovnice kruznice, dostaneme
>+ (2r+¢)* — 6+ 42z +¢c) +8=0.

Po tapravé mame tedy

522 4 (4c+ x4 (2 +4c+8) = 0.
Pro diskriminant této kvadratické rovnice s neznamou x plati

0=D=(4c+2)*—4-5-(* +4c+8) = —4c* — 64c — 156 = —4(c* + 16¢ + 39).

Koteny posledni kvadratické rovnice s neznamou c jsou ¢; = —3 a ¢ = —13. Jim pak po
radé odpovidaji rovnice tecen

20 —y—3=0 a 20 —y — 13 =0.

Reseni 3 (tiroveti 2)
Predpokladané znalosti: smérovy a normalovy vektor primky, vzdalenost bo-
du od primky
Aby byla ptimka tecnou, musi byt jeji vzdalenost od stfedu kruznice (rozumime tim
totéz jako vzdalenost stfedu kruznice od primky) rovna poloméru kruznice. Stredovy tvar
kruznice k je
(x—3)*+ (y+2)* =5.

Protoze kruznice k méa polomér r = /5, musi platit, Ze vzdalenost stfedu kruznice S[3; —2]
od pifmky 2z — y + ¢ = 0 je rovna r = /5. Plati tedy

23-(-2+d _ g
22 4 (—1)2 '

Po odstranéni zlomku ziskavame rovnici s absolutni hodnotou
lc+ 8] =5,
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kterd mé reseni
c1=—-8—-5=—13, o =—-845=-3

a prislusné rovnice tecen jsou

2v—y—3=0 a 20 —y — 13 =0.

Reseni 4 (troven 3)
Predpokladané znalosti: rovnice tec¢ny kruznice v daném bodé, feseni soustavy
linearni a kvadratické rovnice

Je-li Tz, yr| bod dotyku te¢ny ke kruznici k, pak
(xr —3)*+ (yr +2)* =5
a tecna v tomto bodeé je
(z =3)(zr = 3) + (¥ +2)(yr +2) = 5.
Normalovy vektor takové tecny je
nr = (zp — 3, yr + 2).

Ma-li tato tecna byt rovnobézné s piimkou p, musi kolinedrni s vektorem (tj. byt nasob-
kem vektoru)
iy, = (2;—1).
Musi proto platit
(rr—3) _ (yr+2)

2 -1 7

tj.
x4+ 2yr +1=0.
Regenim pifslusné soustavy rovnic
(vr —3)* + (yr +2)° =5,
rr+2yr+1=0

dostavdame dva body dotyku T[1; —1] a T[5; —3] a prislusné tecny

20 —y—3=0 a 20 —y — 13 =0.

Zdroj: archiv autora
Obrazovy material:
Autor: Mgr. Radek Horensky, Ph.D.; horensky@gymst.cz
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RiGzné metody reseni

Tematicky okruh RVP G: Geometrie
Klicové pojmy: odchylka vektori

Uloha
Urcete odchylku vektort u = (2;3) a v = (5;—1).

Reseni 1 (tirovei 1)
Predpokladané znalosti: skalarni soucin vektori, velikost vektoru

Dosadime-li souradnice vektorti do vztahu pro kosinus tthlu, dostaneme

u-v 2-5+3-(-1) T T2
ul-[v] V22432 /52 4+ (-1)2 V13-v26 26

Velikost prislusného thlu tedy je priblizné ¢ = 67°37".

cos p =

Zdvér. Uhel mezi vektory je pfiblizné 67°37.

Reseni 2 (tiroveri 2)
Predpokladané znalosti: kosinova véta, vzdalenost bodu

Umistime-li poc¢atek obou vektort do pocatku soutadnicové soustavy A[0;0], pak
koncové body vektoru jsou v bodech B[2;3] a C[5; —1]. Odchylka vektoru je pak rovna
velikosti thlu BAC' v trojuhelniku ABC'. Velikosti prislusnych stran trojihelniku jsou

a=+/(5-2)2+(-1-3)2=19+16 =5,
b=+/52+(-1)2=+26, c=+/52+(-1)2=+13.

Z kosinové véty pak snadno dostaneme

P4 —a? 26+13-25 7V2
2bc o 26v2 26

cosa =
Velikost prislusného thlu tedy je priblizné ¢ = 67°37".

Reseni 3 (tiroveti 2)
Predpokladané znalosti: vzdalenost bodu od primky, goniometrické funkce

Stejné jako v predchozim postupu umistime oba vektory do pocatku souradnicové
soustavy, ziskdme polohu bodu A|[0; 0], B[2;3] a C[5; —1]. Obecnd rovnice primky AC' je

x4+ 5y = 0.

Vzdalenost bodu B od této primky je

Vp = 12 T 52 = 26
102
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Pro sinus thlu a (pfi obvyklém oznaceni prvku v trojihelniku ABC') pak plati

o 17V2

Sll’lOé=?— 2%

a je tedy priblizné o = 67°37’.

Zdroj: archiv autora
Obrazovy material:
Autor: Mgr. Radek Horensky, Ph.D.; horensky@gymst.cz
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RiGzné metody reseni

Tematicky okruh RVP G: Geometrie
Klicové pojmy: kruznice, kruh, te¢ny, obsahy, goniometrické funkce, integrace

Uloha

Je dana kruznice k = (S;r) a bod M tak, ze |SM| = p. Dotykové body tecen z bodu
M ke kruznici k£ jsou 11, T5.

a) Vypoctéte obsah P trojihelniku MT)T5. Vydcislete jeho hodnotu pro r = 3, p = 5.
b) Kolik % tohoto trojtihelniku lezi v daném kruhu?

Reseni 1 (tiroveti 2)
Predpokladané znalosti: podobnost, Eukleidovy véty, obsah kruhové vysece
Oznac¢ime |MTy| = |MTs| =t, |RTy| = |RT| = q, |MR| = p1, |RS| = p2. Vidime, Ze
p1+p2=p, P=q-p;. V daném kruhu lezi x procent trojuhelniku MTiT5.

a) Vypocet obsahu provedeme pomoci vzorce P = g - p;. Hledame tedy vyjadieni ¢ a py
pomoci zadanych hodnot r a p. Pravothlé trojuhelniky M STy, MTiR a T1 SR jsou
podobné. Z toho plyne

pi_t £
T = -=Dh =
t o p p
z Pythagorovy véty je t? = p? — r? takZe mame vypocteno p; = 1’%. 7, Eukleidovy

véty o vysce plyne ¢2 = pi - pa, z Eukleidovy véty o odvésné je p - pa = r?, takze
p2 = %; pak tedy

q =Dp1-p2= T,

odkud ¢ = gx/pQ — 2. Odsud

r pT =T r
P=q-pi=-Vp—r = (v* =)
p p



Pro r = 3, p = 5 mame

3 5 3-64 192
Phb=—(25-9)2 = — = — = )
b= 3525 -9)7 = 55— = 55 =768
b) V daném trojtihelniku MT,Ts lezi kruhova tse¢ S 11T, s obsahem @, takze budeme
vlastné hledat pomér @)/ P, pficemz P uz zname. Tato kruhova tsec¢ prislusi ke stre-
dovému thlu Ty ST, o velikosti 7 — 2a. Je-li obsah kruhu roven K = mr?, pak pro

obsah W prislusné vysece plati

W_7r—2a
K  2r
takze )
W:ﬂ' Oz‘K7
27

kde oo = arcsin %, takze W = 7"2(% —arcsin %) Od obsahu vysece nyni odecteme obsah
trojuhelniku ST17Ts, coz je

2 3
T T T
U=q~p2=]—?\/p2—7"2~5ZEVPQ—T?

Hledany obsah tsece je

T — 2arcsin £

3
r
Pomr? — —\/p2—r2 =
2 p?

2 2
— = (7 —2arcsin - — 2 p?P—r?).
2 p P

Q=W-U=

V daném kruhu lezi x = 100Q /P % obsahu trojihelniku M7 T5. P¥i daném ¢iselném
zadani je

9 3 6
Qo = 3" (W—Qarcsing — %4) = 4,03.

Tedy Trog = 100K0/P0 % = 52,4 %.

Reseni 2 (tirover 2-3)
Predpokladané znalosti: goniometrické funkce, obsahy, obsah kruhové vysece.

Zachovame predchozi oznaceni.

a) Hledany obsah vypocteme dle vzorce P = %a bsin~y, tedy P = %tQ sin 2a, kde t? =
= p? —r? asina = L. Pomoci r a p vyjadiime sin2a. sin2a = 2sina cosa, kde

P
cosa = /1 — sin?, takze

2
sin 20 = 27 1—%:2% p? —r2.
p p p

1 r
P=Z(p?=7r%).2—/p2 —r2 = 2 _ 2
5 = 17) VP p2(p r?)

Odsud
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b) Obsah vysece urcime stejné jako v feSeni 1 ze vztahu

) m — 2arcsin £
w=" a-K:—p-m“Q:TZ(z—arcsinf);
2 27 2 P

obsah U trojuhelniku ST175 je

3

2
, r r r

U=rsina-rcosa =r’- l—— = —5Vp2-—r2
p p b

Zaver vypoctu je stejny jako v TeSeni 1.

Q=W-U, r =100Q/P %.

Reseni 3 (troveti 2-3)
Predpoklddané znalosti: Goniometrické funkce, trigonometrie (kosinova véta),
obsahy, obsah kruhové vysece.
Zde pozménime oznaceni. V trojuhelniku MT1T, oznacime |T1Ts| = s, IMR| = v,
|<TYMTs| = o, |MTy| = |MT3| = t. Hledany obsah trojihelniku MT1T5 je P = %3 .

a) 7 kosinové véty plyne s? = t? +t? — 2t? cos p = 2t?(1 — cos ¢); pfitom t? = p? — 12,

2
.
1 —cosp= 1—COSQ§ = 1—C082§+Sin2§—281n2§ :213;
odsud )
2
&2 = 2% —1?) 2= P D2 — 2.
p
Jezto cos § = %, je
2 242
V=1C0S — = — =
p

a konecné

2 _ .2
pzlﬁq/pz_rz.p —r :L(p2_r2)§_
2p p

Pokracovani dle (1).

b) W = 5“17?1”2; cos & = = takie p = 2arccos -, W =r
T p p

Zarccos £ = r?(Z — arcsin ).
p 2 p

3

1 1 2
U= 57‘28111(,0: QTQQSingcosg :7“2% 1—%: %\/}?2—7“2.

Pak uz dostavame totéz jako v predchozich fesenich,

Q=W -U, z=100Q/P%.
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Reseni 4 (uroven 3)
Predpokladané znalosti: analyticka geometrie, rovnice kruznice, te¢na ke kruz-
nici, kvadraticka rovnice s parametrem, Eukleidovy véty.

Pouzijeme oznaceni z 1. TeSeni.
a) Bod M zvolime v pocéatku soutfadnicové soustavy a stred kruznice k na ose z, S[p; 0].
Rovnice kruznice je pak (z — p)? + 3?> = r2. Bodem M vedeme pifmku y = ax
a koeficient a volime tak, aby tato primka byla tec¢nou kruznice k. Hledame tedy
prusecik primky s kruznici
(x—p)+a®2® =r= (1+a*)2® —2px+p* —r*=0. (1)

Vypocteme ¢tvrtinovy diskriminant D = p? — (1 + a?)(p? — r?) a polozime ho roven

0, nezndmou je nyni a?.

7“2 2

20,2 2 2 2 r r
—a“(p®—r°)+r°=0=a" = ) apo ==+ ==+ :
P2 — 2 P2 — 12 \/]m
Tecny maji rovnice y = +—=—=ur. Déle hledame z-ové souradnice dotykovych bodt,
p2—r
tj. Ffesime rovnici (1)
B e R p
a prislusné y-ové souradnice jsou
2 _ .2
r pT—r r
2=+ =+—/p? —r2
vpr—r?2 D P
Plati
P=ayp="——1 pQ—TQZE(p —r?)®

t
b) Oznacme velikost thlu T1SR jako v. Pak W = g—Zm“Z = 472, Plati tgy = - =
r
/p% — 72 /p? — 12 /pZ — 72
r r

= ———  takze v = arctg
r
q = |RTy|, p» = |RS| Podle Eukleidovy véty o odvésné je p - ps = 72, takZe py = %
aq=p2-tg7;

a W = r?arctg . Oznacéime opét

Nakonec

Reseni 5 (urovern 3)
Predpokladané znalosti: goniometrické a cyklometrické funkce, rovnice ptim-
ky, rovnice kruznice, integrace uzitim substituce

Objekty umistime, jak je ukazano na obrazku.
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Ozna¢me Ti[—m; 0], To[m; 0], O[0;0], « je velikost thlu OT5,S; plati |[SM| = p. Vi-
dime, ze y-ova souradnice bodu S je —rsina, a jezto sina = ]%, mame S [0; —’ﬂ. Déle

vidime, ze
2
r r
= =rv1—sin?a = 1— — =—p2—r2
m=rcosa=r sina =r 5 p*—r

a) Obsah trojihelniku MT;T, muzeme vypocitat jako dvojnasobek obsahu trojihelniku
MT50. Najdeme nyni rovnici primky M7T5. Vektor kolmy k vektoru u =T, — S =
= (—%x/pz —r2; %2) je napt. v = (r;/p? — r?), takZe smérnice k primky MT, je
k= Ve

T

. Rovnice primky MT5, kterd jde danym bodem 75 a mé smérnici £ je

2 _ 42
0=V ),

’
tedy
2 2 2 2
\p?r—r pe—r
y=flz)= z+ :
r p
Proto
0
0 2 2
1 2 _ .2 _
Y Y (= MR
_m 2 T D
—m
1/p?—r2r? N r 3
:2 __p—_2(p2_rr~2)+p—_ p2_7a2 :_2(p2_7~2)2‘
2 roop p D p

b) Nyni budeme pocitat obsah ) kruhové usece nad osou x. Rovnice dané kruznice je

2 2
2 L,y , A ’ 2
22+ (y + %) = r2. Pro oblouk tise¢e v horni poloroviné mame <y + %) =22

takze y = —%2 + V2 — a2,

m —T2
Q:/ <—+ 7“2—1:2>dx;
-m p

Nejprve vypocteme primitivni funkci, k tomu rozdélime integrant na dvé c¢asti.

2 2
11:—/T—dx:—r—x;

I :/\/r2—x2dx;



v tomto integralu provedeme substituci = rsint, dxr = r costdt. Pak
Iy =12 / cos? t dt.

Ze vzorcl pro goniometrické funkce plyne cos?t = 1 (14 cos2t), takZe po integraci je

1 1
I, = 5 r2(t + §s1n2t) 2T2(t+sint\/1—sin2t),
kde sint = 7;
1 2
I, = §r2(arcsin§ + % 1-— ::—2)

Prejdeme k uréitému integralu

r? m r? r r 2r3

IlT—er:__w—m:___ p2_,r.2+_ p2_,r.2):__ p2—7”2,
[11] [] p( ;

p
V2 ‘/ 2 2
L™ = 2 %(2arcsin r-r _por

3
3
o

= r?(arcsin L 2 —1r?),
p p
NGZ r
=[]+ [I)™ = r?(arcsin Y—— F, /p? —12).
Poznamka. Ovérte, ze
VP T
arcsin ———— = — — arcsin —.
p P

x =100Q/P %.

Zdroj: archiv autora
Obrazovy material: dilo autora
Autor: doc. RNDr. Stanislav Travnicek, CSc.; stanislav.travnicek@volny.cz
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RiGzné metody reseni

Tematicky okruh RVP G: Geometrie
Klicové pojmy: analytickd geometrie v prostoru, vektory, primky

Uloha
Je dén trojuhelnik ABC, A[5; —1; —2], B[—3;2;2], C[1;2; —10]. Vypoctéte jeho vysku
na stranu a.

Pro jednoduchost budeme pismenem a oznacovat primku BC, stranu a jako tsecku
i délku strany a.

Reseni 1 (tiroveri 1)

Predpokladané znalosti: parametrické vyjadieni primky dané dvéma body,
bodem vést rovnobézku s danou primkou, rovnice roviny kolmé k dané primce,
vzdélenost dvou bodi

Bodem A vedeme piimku p || a, zvolime rovinu g kolmou k témto piimkdm (pocét-
kem), zjistime pruseciky S a T, pak v = |ST.

a) Najdeme parametrickou rovnici primky a; smérovy vektor této primky je u = C' —
— B = (4;0; —12), déle vsak pro jednoduchost pouzijeme u = (1;0; —3). Pfimka a ma
parametrické vyjadieni:

T =—3+t,
y=2, (1)
z=2—3t,

rovnobézka p || a, jdouci bodem A je vyjddrena rovnicemi

T =9>5+s,
=1,
z=—2—3s.

b) Rovinu p vedeme pocatkem, takze ma rovnici 1o 4+ 0y — 3z = 0, tedy x — 3z = 0.
¢) Zjistime pruseciky piimek s rovinou.

9
T:-34+1-32-3)=0=100-9=0=t=1=09%  T[-21;2-07)

11
S:5+s5s—3(-2—-3s)=0= 108—}-11:0:8:—E =—1,1; S13,9;—1;1, 3].
d)
v=|ST| =36+ 9+4="1.
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Reseni 2 (droven 1-2)
Predpokladané znalosti: smérové vektory primek v prostoru, skaldrni soucin
vektortl, Teseni soustavy linearnich rovnic, vzdalenost dvou bodt

Uzitim kolmosti najdeme vektor R — A, kde R je pata vysky na stranu a.

a) Stejné jako v 1. feseni, bod a), najdeme parametrické vyjadreni primky a. Na této
primce lezi bod R.

b) Vektor R — A vysky trojtihelniku je kolmy k vektoru u, takze jejich skaldrni soucin
je roven 0.

(—34t=5)-1+(2+1)-0+(2—3t+2) - (=3) =0

odsud vypocteme t = 2. Po dosazeni do soustavy v a) dostaneme R = [—1;2; —4].
¢) Stejné jako v 1. feSeni vypocteme v = 7.

Reseni 3 (droven 2)
Predpokladané znalosti: smérové vektory primek v prostoru, skaldrni soucin
vektort, reseni soustavy linearnich rovnic, vzdalenost dvou bodt

Z bodu A vedeme kolmici, zatim s neurcenymi souradnicemi smérového vektoru, na
primku a; pata kolmice je bod R, hledana velikost vysky je v = |AR).

a) Piimka a je parametricky vyjadrena rovnicemi (1), viz 1. feSeni, bod a).

b) Smérovy vektor vysky z vrcholu A je v = (p;¢;r) a je kolmy na vektor u; proto pro
jejich skalarni soucin plati u-v=0,tj. 1 -p4+0-q—3-r =0, tedy p = 3r; zvolme
r =1, pak p = 3, ¢ je zatim neurceno, ale kolmost vektorti v = (3;¢, 1) a u je splnéna
pro libovolné ¢. Vyska v z vrcholu A (jako piimka) je vyjadfena rovnicemi

r =05+ 3s,
y:—l“r‘QS,
z=—2+s.

c¢) Primky a, ¢ se protinaji v bodé R, takze porovndme odpovidajici si souradnice.

—34+1t=>5+4 3s,
2=—1+gs,
2—3t=—-2+s.

Pottebujeme zjistit hodnotu parametru ¢; ze 3. rovnice je s = 4 — 3t, coz dosadime do

1. rovnice =3+t =5+43-(4—3t) = —3+t =5+12—-9t = t = 2. Ze soustavy v bodé

a) vypocteme souradnice budu R:x = =3+ 2, y = 2, z = 2 — 6, takze R[—1;2; —4].
d)

v:|AR|:\/(—1—5)2+(2+1)2+(—4+2)2:\/36+9+4:7.
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Reseni 4 (droven 2)
Predpokladané znalosti: smérové vektory primek v prostoru, rovnice roviny
kolmé k dané primce, prusecik primky s rovinou, vzdalenost dvou bodi

Bodem A vedeme rovinu p kolmou k piimce a, vysetiime prusec¢ik R roviny s primkou
a, hledané vyska trojihelniku je v = |AR).

a) Smérovy vektor piimky a je u = C'— B = (4;0; —12); pouzijeme vektor u = (1;0; —3);
primku vyjadiime parametricky, viz (1). Smérovy vektor u piimky p je normélovym
vektorem roviny o, rovnice roviny tedy je

1-(x=5)4+0-(y+1)—=3-(24+2)=0,
po upravé x — 3z — 11 = 0.
b) Do rovnice roviny ¢ dosadime parametrické rovnice piimky p
(=3+1t)—3(2—-3t)— 11 =0,
odsud t = 2 a po dosazeni této hodnoty do parametrického vyjadieni primky a
dostavame R = [—1;2; —4].
¢) Stejné jako v 1. feSeni vypocteme v = 7.

Reseni 5 (tiroveti 2-3)
Predpokladané znalosti: smérovy vektor primky, vektorovy soucin a jeho geo-
metricky vyznam, obsah trojihelniku

Vysku v vypocteme tak, ze obsah P trojihelniku ABC' délime polovinou délky od-
povidajici strany a. Obsah P vypocteme pomoci vektorového souc¢inu smérovych vektort

stran b= AC a c = AB,

a) Smérovy vektor strany b = AC je wy, = C — A = (—4;3;-8), pro ¢ = AB je
w, =B —A=(-8;3;4).

i j ok
Wy X we = | —4 3 —8| = (12+ 24)i + (64 + 16)j + (—12 + 24)k = 36i + 80j + 12k.
—8 3 4

lwy, x w| = /1296 + 6400 + 144 = /7840 = 28+/10,
P =14v10.
b) Velikost strany a je rovna |C' — B| = /16 + 0 + 144 = /160 = 44/10.

c)
v=14v10/2V10 = 7.

Reseni 6 (tiroveri 2-3)

Predpokladané znalosti: parametrické rovnice primky dané dvéma body, rov-
nice plochy kulové dané sttedem a polomérem, vzajemné poloha primky a plochy
kulové, Teseni kvadratické rovnice

Uvazujme plochu kulovou se sttedem A a se zatim neznamym polomérem r, a dale
primku a. Vysetiujeme-li spole¢né body plochy kulové a primky, dostaneme kvadratickou
rovnici, a za podminky, ze diskriminant je roven 0, je v = r.
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a) Rovnice kulové plochy se stfedem A a polomérem r je
(2 =5+ + 1)+ (2 +2)° =
b) Parametrické rovnice ptimky a jsou odvozeny v bodé a) prvniho feseni, viz (1).
¢) Proménné z, y, z ze soustavy v bodé b) dosadime do rovnice plochy kulové
(=3+t—52+(2+1)2+(2-3t+2)?-r*=0
a upravime na tvar
10t* — 40t + 89 — r* = 0.
Diskriminant (étvrtinovy) je D = 400 — 890 + 1072 = 0 = 10r? = 490, r = 49, takZe
v=r="1.

Reseni 7 (tiroveti 3)
Predpokladané znalosti: délka tusecky, kosinova véta, goniometrické funkce,
trigonometricky vzorec pro obsah kruhu
Vysku v vypocteme tak, ze obsah P trojihelniku ABC' délime polovinou délky odpo-
vidajici strany a. Obsah P vypocteme pomoci trigonometrického vzorce, pricemz nejprve
zjistime velikost thlu « pti vrcholu A.

a) Vypocteme
a=|BC| =16 + 0 + 144 = V160 = 41/10,
b=|AC| =16+ 9 + 64 = /89,
c=|AB| =64+ 9+ 16 = V89,
b) Podle kosinové véty je a? = b? + ¢ — 2bccos a, tj. 160 = 89 + 89 — 2 - 89 cos a, odkud

178 cosax = 18 = cosa = 8—99, « je ostry thel.

c¢) Ve vzorci pro obsah je tieba znat hodnotu sin «y; tu zjistime pomoci kosinu takto

292 4 16491
sina = /1 — cos? :\/89 9:\/780 \/690— V10.

892 89° 892

1 1 28
P = 5()0811’10[ = 5\/@\/@ @\/1_0: 14\/@,
v =14v10/2v/10 = 7.

Metodické poznamky

Tento zpusob Teseni je narocnéjsi numericky. Pokud si tesitel ptipravi plan
resenti, jak je v ivodu uveden, a pri vlastnim feseni by zjistil, jako v tomto pripadé,
ze délky b, ¢ stran jsou si rovny, b = ¢, pak jde o rovnoramenny trojuihelnik a resitel
muze svij plan zménit, protoze v tomto pripadé je patou vysky z vrcholu A (bod
R) stfed usecky (strany) BC, takze vypocet lze dokonéit v jednom Fadku.

Zdroj: archiv autora
Obrazovy material:
Autor: doc. RNDr. Stanislav Travnic¢ek, CSc.; stanislav.travnicek@volny.cz
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RiGzné metody reseni

Tematicky okruh RVP G: Geometrie
Kli¢ové pojmy: odchylka dvou piimek, kolmost dvou piimek (v roviné i v prostoru)

Uloha

Je dana krychle ABCDEFGH, délka jeji hrany je a. Urcete odchylku ptimek EG a
BH.

Reseni 1 (troveti 2)
Predpokladané znalosti: Pythagorova véta, kosinova véta

Odchylku dvou mimobéznych ptimek FG a BH zjistime jako odchylku dvou rizno-
béznych primek BH a BK. Piimka BK je rovnobézna s primkou EG (obr. 1).

H G
| |
| |
| |
! |
b —\ F |
| |
22 N N 1C L
/ /
/ /
/ /
/ /
/ /
/ /
A B
Obr. 1

Pro vypocet hledané odchylky zjistime velikost vnitiniho thlu g pti vrcholu B v troj-
uhelniku HBK.

Plati |[BK| = av/2 (thlopficka ve ¢tverci se stranou a), |BH| = ay/3 (télesové tihlo-
piicka krychle s délkou hrany a), |K H| = av/5 (z pravotihlého trojihelniku DK H

|KH| = /(2a)? + a® = aV/5).

V trojuhelniku H BK zname velikosti vSech stran. To znamend, ze velikost thlu
muzeme vypocitat pomoci kosinové véty.

Je ovsem zfejmé, ze pro délky stran trojuhelniku H BK plati Pythagorova véta. Troj-
uhelnik H BK je pravouhly s preponou H K.

Zaver. Odchylka mimobéznych piimek EG a BH je tedy 90° (jsou kolmé).
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Reseni 2 (tiroveti 3)

Predpokladané znalosti: definice kolmosti pirimky a roviny, kritérium kolmosti
primky a roviny

Na obr. 2 jsou na krychli ABCDEFGH vyznac¢eny mimobézky EFG a BH.

Piimka BF je kolmé k roviné EFG. Piimka BF je tedy kolmé ke vSsem primkam
roviny FFG, tzn. i k ptimce EG.

Primka EG je kolma k riznobéznym primkdm BF a HF (tsecky EG a HF' jsou
kolmé thlopricky ve ¢tverci EFGH). To znamend, ze piimka FG je kolmé k roviné
BFH.

Piimka EG je tedy kolma ke vSem ptimkam roviny BF' H, tedy i k primce BH.

Opét dochéazime k zavéru, ze primky EFG a BH jsou na sebe kolmé.

Reseni 3 (tiroveri 2)
Predpokladané znalosti: analytickd geometrie v prostoru — metrické tlohy
Krychli ABCDEFGH umistime do pravoihlé soustavy souradnic (obr. 3). Predpo-

kladame, ze délka hrany krychle a = 1. Potom pro souradnice bodu B, H, E, G plati:
BI[1;1;0], H[0;0;1], E[1;0;1], G[0;1;1].

z
H G
|
I
|
D C Y
g R N R
//
/
//
/
Nz B
Obr. 3



Vypocitame smérové vektory primek FG a BH.

u=G-FE=(-1;1,0),
v=B-H=(1;1,-1).

Vypocitame odchylku § primek EFG a BH.

w-v]  [=1-1+1-140-(=1)]
ul - |v| V23

Opét dochazime k zavéru, ze hledany tihel g ma velikost 90°.

=0.

cos 3 =

Reseni 4 ({roven 2)
Predpokladané znalosti: Pythagorova véta

Hledanou odchylku piimek EG a BH muzeme sestrojit konstrukéné. Pri konstruke-
nim reSeni sestrojime trojihelnik H BK (obr. 1).

Strana BK je thlopricka ve ¢tverci o strané délky a. Strana H K je thlopticka v ob-
délniku se stranami a, 2a. Strana BH je prepona v pravouhlém trojihelniku BDH s od-
vésnami a, av/2.

Urcili jsme graficky délky vsech stran trojuhelniku H BK. Pokud tento trojihelnik
sestrojime, opét zjistime, ze thel pti vrcholu B mé velikost 90°.

Zdroj:

Kocandrle, M., Boc¢ek, L.: Matematika pro gymndzia (analytickd geometrie), Prometheus,
1995.

Obrazovy material: dilo autora upravil Pavel Caldbek

Autor: Mgr. Zdenék Netopil; netopil@gjs.cz
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RiGzné metody reseni

Tematicky okruh RVP G: Geometrie
Klicové pojmy: geometrie v prostoru, trigonometrie

Uloha

Je dan pravidelny ctyrboky jehlan ABCDV. Oznacme odchylku vedlejsich bo¢nich
hran oo = | X AV BJ, odchylku protéjsich boénich hran 6 = |< AV C, odchylku boéni hrany
od roviny podstavy ¢ = |<ACV/|, délku hran dolni podstavy a = |AB|, délku bo¢nich
hran b = |AV], télesovou vysku v = |V S|, kde S je stfed podstavy.

Vyberte z proménnych a, b, v, §, ¢ vztahujicich se k zadani nejvyse dvé a jejich
pomoci vyjadrete cos a.

Komentar. Ke vSem nasledujicim feSenim se vztahuje tento obréazek.

V téchto fesenich ukdzeme, ze cos a lze uzitim jedné proménné vyjadrit pomoci 0 (feSeni
6, 7) a ¢ (feSeni 8). Pomoci dvou proménnych cos v vyjadiime uzitim a a b (feseni 1, 2),
a a v (feseni 3, 4) a b a v (feSeni 5).

Reseni 1 (tirovei 1)
Predpokladané znalosti: jehlan, kosinova véta
V rovnoramenném trojihelniku ABV se stranami a = |AB|, b = |AV| = |BV/| plati
kosinova véta

2 2, 12 2 20° — a®

a® = b+ b — 2b*cosa, odkud cosazz—bz.
L. , e 2% — a?
Zaver. Pomoci a, b lze vyjadrit cos a = o

Reseni 2 (troveti 2)
Predpokladané znalosti: jehlan, osovy tez, Pythagorova véta, vztahy mezi
goniometrickymi funkcemi, tpravy vyrazu
Z pravothlého trojihelniku AOV (O je stfed hrany AB) lze vyjadrit
_a a
sin 5 = o
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a dosazenim do znamého vzorce

tak ziskat

2 2>  20® —a?
cosazl—Q-(sin%) zl—i:—&.

7z v z .7 e 2b2 - a2
Zaveér. Pomoci a, b lze vyjadrit cos a = o
Reseni 3 (tiroveri 2)

Predpokladané znalosti: jehlan, Pythagorova véta

7 pravothlého trojihelniku ASV 1ze pomoci Pythagorovy véty vyjadrit druhou moc-

ninu délky boéni hrany b? = v?+ %aQ, kde %(IZ je druhd mocnina poloviny délky uhlopricky
podstavy (@a). Ze vztahu odvozeného v prvnim teseni pak plati

2 (U2 + %a2) — a? 202
cosa = — _
202 202 + a2
Zdvsr. P ) | < Jris 202
dvér. Pomoci a, v lze vyjadiit cosa = ———.
’ Y 202 + a2

Reseni 4 (tiroveti 3)

Predpokladané znalosti: jehlan, Pythagorova véta, vztahy mezi goniometric-
kymi funkcemi, tpravy vyrazi

Z pravouhlého trojihelniku OSV (O je stted hrany AB) lze vyjadrit délku sténové
vysky h = |OV| pomoci Pythagorovy véty

2
a
h? =024+ —
+ 1
z pravouhlého trojihelniku AOV plati
; a
.2 7 2n
a ze znamého vzorce
an 2
a2 1 —cosa s e 1—(tg§>
(tg 5) =TT oma vyjadiime cosa = R
+ cos « 14 ( tg _)
2
Po dosazeni z vyse odvozenych vztaht plati
1-— (%)2 4h? — a? 202
cos = 2 T AB2 4 2 9.2 1 20
1+ (%) 4h* + a 2v°+a
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202
Zaver. Pomoci a, v lze vyjadrit cosa = ——.
’ V] 202 + a?
Reseni 5 (troveti 2)
Predpokladané znalosti: Pythagorova véta, kosinova véta, upravy vyrazu

Lze uzit predchézejicich reseni a do vysledku (z feSeni 1)

20% — a?
cosq = ————
2b2
dosadit (z Reseni 3)
a? =20 — 02,
odkud
02
cos Q= o
02
Zaveér. Pomoci b, v 1ze vyjadrit cos a = b_21)

Reseni 6 (troveti 2-3)
Predpokladané znalosti: jehlan, odchylka primek, kosinova véta
V rovnoramenném trojihelniku AC'V, jehoz zékladnou je tthlopricka podstavy o délce
ay/2 a ramena jsou bo¢ni hrany jehlanu o délce b, plati kosinova véta

2a% = 2b* — 2b% cos .
Z trojuhelniku ABV lze téz vyjadrit uzitim kosinové véty
a® = 2% — 2% cos av.

Plati tedy
1+ cosd

26> — 2% cosa = b® —b%cosd = cosa = 5

1 o
Zvér. Pomoci odchylky hran § = |4 AVC| lze vyjadiit cosa = %
Reseni 7 (tiroveti 2-3)
Predpokladané znalosti: jehlan, odchylka primek, kosinova véta, vztahy mezi
goniometrickymi funkcemi, ipravy vyraziu

) v
V pravoihlém trojihelniku ASV plati cos 5= Uzitim vyse uvedeného teseni 5
vyjadiime

v\ 2 5\ 2 14 cosd
cosa:(g> = cos§ = cosqx = ———.

1) Pii samostatném zptisobu Reseni 5 nezavislém na predchézejicich je tieba nejprve vyjadiit cosa =
2% — a?
=g napt. pomoci kosinové véty, a %aQ = b2 — v? z trojthelnika ASV pomoci Pythagorovy véty.
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1+ cosd
Zaver. Pomoci odchylky hran § = |< AV C| lze vyjadiit cosa = +T1)
Reseni 8 (troveri 2-3)
Predpokladané znalosti: odchylka primek, kosinova véta, vztahy mezi gonio-
metrickymi funkcemi, ipravy vyrazu

2
V pravouhlém trojihelniku ASV plati sin ¢ = % a tedy (sin)? = (%) , coz se dle

vyse uvedeného feseni 5 rovna cos a.

Zdvér. Pomoci odchylky ¢ boéni hrany od roviny podstavy cosa = (sin ¢)>.

Zdroj: archiv autora
Obrazovy material: dilo autora upravil Pavel Calabek
Autor: Mgr. Ivana Ondrackovd; ondrackova@gjkt.cz

2
v . o v v s ro e 12 - PRIV R . . v
1) Pii samostatném zpiisobu feSenf 6, 7, 8 nezavislém na piedchdzejicich je tfeba nejprve odvodit cos o = 72

uzitim kosinové véty.
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RiGzné metody reseni

Tematicky okruh RVP G: Geometrie
Klicové pojmy: geometrie v prostoru — metrické vlastnosti

Uloha

Je dana krychle ABCDEFGH, bod M je bodem hrany BF' tak, ze |BM| : |MF| =
= 1: 2. Urcete odchylku rovin ACH a ACM.

Rozbor tilohy. Odchylku ¢ rovin p a o prevedeme na odchylku primek r, s, v nichz
obé roviny protina rovina a kolma k jejich prusecnici p (obr. 1). V daném piipadé (obr.
2) je prusecnici rovin AC'H a ACM piimka AC, rovina kolmé k obéma rovindm je rovina
BDF, pruse¢nici rovin BDF a ACH je primka SH (bod S je prusecik piimek AC a BD,
tj. stted stény ABCD krychle), prusecnici rovin BDF a ACM je piimka SM. Je tedy
ukolem urcit odchylku primek SH a SM.

Obr. 1

ResSeni 1 (tiroveti 2)
Predpokladané znalosti: odchylka ptimek, zakladni konstrukéni dovednosti

Pro konstrukci feSeni pouzijeme a = 6 cm.

1. Sestrojime ¢tverec ABC' D o délce strany 6 cm, ithlopticky ACa B Da jejich prisecik S.
2. ,Sklopime“ obdélnik DBF H a na tse¢ce BF ur¢ime bod M, |[BM|: |[MF|=1:2.
3. Odchylka ptimek SH a SM je hledand odchylka ¢ € (0% 90°).
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14 M
A / B
Obr. 3

Reseni 2 (tiroveti 2-3)
Predpokladané znalosti: odchylka primek, kosinova véta, ipravy vyrazu s od-
mocninami

Jedna se o pocetni feseni s vyuzitim kosinové véty. V trojihelniku HSM je podle
kosinové véty

|HM|* = |SH? + |SM|> — 2+ |SH| - |SM| - cos ¢/,

odkud

cos o — |SH|> +|SM|* — |[HM|* )
2 [SH|-|SM|

Délky tsecek SH, SM a HM uré¢ime po tadé z pravouhlych trojihelniki SDH,
SBMa HF M vyuzitim Pythagorovy véty

s () - 6 - o/
= o) () - -2

Po dosazeni do (1) a tpravach je

3a? 11a? 2242

COS@/ZTJF 18 9 _ V33
3a% 11a? 33
2 18

Odtud ¢’ = 100° a tedy ¢ = 80°.
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Reseni 3 (tiroveti 2-3)
Predpokladané znalosti: odchylka primek, goniometrické funkce ostrého thlu

Jedna se o pocetni TeSeni s vyuzitim goniometrickych funkei ostrého thlu.
7 pravouhlého trojihelniku SDH je

|HD)| a . .
by = 2 ~ V2 . o = 550
891 = 5] = u/a V2t g
2

Z pravouhlého trojuhelniku SBM je

V2
=%,

\MB|
ISB| a4

tg o = tj. 2 = 25%

Qloolg
)

M ‘

Pro ¢ plati ¢’ = 180° — (1 + ¥2), a protoze ¢ = 180° — ¢', je v = 1 + w2 = 80° (plyne
rovnéz ze shodnosti vrcholovych whli).

Reseni 4 (aroven 1-2)
Predpokladané znalosti: soustava souradnic v prostoru, vektorovy pocet -
souradnice vektoru, tthel vektori, obecna rovnice roviny

Vyuzijeme poznatkl z analytické geometrie. Zvolime vhodné soustavu souradnic O =
=D, x =< DA, y=< DC, z=<> DH (obr. 3).

AR
H G
B fa
____ﬁr/_/_/__ _____ Y
el Ve
A | B
Obr. 4

Délku a hrany krychle muzeme volit libovolné, napr. a = 1, nebot vSechny krychle
jsou navzajem podobné a podobnost ,,zachovava“ thly.

Souradnice bodu urcujicich dané roviny pak budou A[1;0;0], C'[0;1;0], H [0;0;1],
M [1; 1; %] Potiebné vektory jsou

AC=C—A=(-1,1;0), AH=H—A=(-1,0;1), AM=M—-A=(0;1;1).

Normalovy vektor roviny ACH je ny = 1@ « AH — (1;1;1). Normélovy vektor roviny
ACM je my = AC x AM = (1;1;-1).
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Odchylku rovin uréime pomoci thlu vektort

1
cos = |y - o 3 ——1| 3 \/ﬁ N o= 80°.
|- | \/— / V333
3

Zdroj: archiv autora

Obrazovy material: dilo autora upravil Pavel Calabek
Autor: RNDr. Eva Pomykalova; eva.pomykalova@email.cz

124



