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Rzné metody reseni

Tematicky okruh RVP G: Cislo a proménné,
Klicové pojmy: prirozené cislo, kritéria délitelnosti

Uloha

Najdéte vsechna prirozend cisla tvaru abOab, kde a, b jsou cislice, a # 0, ktera jsou
délitelnd jedenacti.

Reseni 1 (tiroveti 1)
Predpokladané znalosti: déleni cisel

Uvazovana ¢isla jsou tato
10010, 11011, 12012, ..., 99099.

Celkem jich je 9 - 10 = 90. Neni to velké mnozstvi, proto je mozné vsechna tato ¢isla
vydélit ¢islem 11.

Zdver. Vsechna cisla tvaru abOab, kde a, b jsou ¢islice, a # 0, jsou délitelna cislem 11.

Reseni 2 (uroven 2)
Predpokladané znalosti: zapis ¢isel v desitkové soustave, rozklad prirozenych
¢isel na soucin prvocisel

Cislo abOab, kde a, b jsou &slice, a # 0, miizeme prepsat do tvaru
ab0ab = 10000a + 10006 + 10a + b = (10a + b) - 1001 = (10a + b) - 91 - 11.

Odsud je vidét, ze kazdé uvazované ¢islo abOab je délitelné cislem 11.

Reseni 3 (troveri 3)
Predpokladané znalosti: rozklad prirozenych cisel na soucin prvocisel, krité-
rium délitelnosti jedenéacti
Vyuzijeme kritérium délitelnosti prirozenych ¢isel jedenacti. Za tim tcelem upravime
éisla abOab tak, aby se dalo avizované kritérium aplikovat, tedy

b—a+0—-b+a=0.

Jelikoz je cislo 0 délitelné c¢islem 11, jsou jedenacti délitelnd vsechna cisla abOab.




Zdroj: archiv autora
Obrazovy material:
Autor: doc. RNDr. Jaroslav Zhouf, Ph.D.; jaroslav.zhouf@pedf.cuni.cz



RiGzné metody reseni

Tematicky okruh RVP G: Cislo a proménna
Klicové pojmy: rovnice a nerovnice, soustavy linearnich rovnic, cyklické soustavy

Uloha

Reste soustavu linedarnich rovnic

T+ 2y+3z=9,
20 + 3y + 2z = 12,
3r+y+ 2z =15.

Reseni 1 (droven 1-2)
Predpokladané znalosti: dosazovaci metoda, feseni linearnich rovnic
Vyjadiime-li z prvni rovnice x = 9 — 2y — 3z, dostaneme po dosazeni do zbyvajicich
rovnic po upraveé
—y — 5z = —6,
—oy — Tz = —12.
Dosadime-li pak y = 6 — 5z do posledni rovnice, ziskame fesenim linearni rovnice z = 1.

Snadno pak dopocteme
y=6—5-1=1,

r=9-2-1-3-1=4.
Soustava rovnic mé pak feseni x =4, y =1, z = 1.

Zaver. Soustava ma reseni K = {(4;1;1)}.

Reseni 2 (droven 2)
Predpokladané znalosti: feseni soustav linearnich rovnic, dasledkové upravy

Sec¢teme-li vSechny tii rovnice dané soustavy, dostavame po snadné tpravé
r+y+z=0.

Odecteme-li dvojnasobek této rovnice od vSech tii rovnic ptvodni soustavy, dostaneme
soustavu novou, a to

—x +z= -3,
y_Z:()a
r—y=3.

Snadno tedy vidime, ze y = z a x = z + 3. Dosazenim do libovolné z rovnic ptvodni
soustavy dostavame



Protoze se jednalo o dusledkovou upravu, je zapotfebi se o spravnosti feseni presveédcit
pomoci zkousky.

Reseni 3 (troveri 2-3)
Predpokladané znalosti: linearni rovnice s parametrem, aditivni metoda feseni
Chceme-li pri feseni uplatnit i s¢itaci metodu, mizeme na prvni dvé rovnice nahlizet
jako na soustavu dvou linearnich rovnic o dvou neznamych s jednim redlnym parametrem
z, tj.
r+2y=9—3z,

20+ 3y =12 — 2.
Pomoci aditivni metody muzeme vypocitat obé neznamé,
20 + 4y =18 — 62
—2x —-3y=-12+=2

y=06—5z,

—3r — 6y = —27+ 9z
dor + 6y =24 — 22
r=—-3+7z.

Dosazenim do treti rovnice dostaneme

3(=3+472) + (6 — 52) + 2z = 15,

odkud jiz snadno ziskdme z = 1, a tedy také z =4, y = 1.

Zdroj: archiv autora
Obrazovy material:
Autor: Mgr. Radek Horensky, Ph.D.; horensky@gymst.cz



RiGzné metody reseni

Tematicky okruh RVP G: Cislo a proménné
Klicové pojmy: linearni rovnice s absolutni hodnotou

Uloha

Reste rovnici |3z + 1| = 5 v oboru redlnych é&isel.

Reseni 1 (tiroveri 1-2)
Predpokladané znalosti: feseni linedrni rovnice s absolutni hodnotou
Nejprve ur¢ime nulovy bod dvojélenu 3z+1, tj. —%. Timto bodem rozdélime mnozinu
realnych ¢isel na dva intervaly, tj. I} = (—oo; —%>, I, = (—%; +oo). V kazdém z intervali
11, Iy vyjadiime absolutni hodnotu dvojclenu 3x + 1, prehledné uvedeme v tabulce.

L= (=00 =5) | Ir = (=5i)

132 + 1| —3r—1 32+ 1

Rovnici
|3z +1| =5 (1)

vyTesime samostatné v kazdém z intervala Iy, Io:

1. Pro x € I plati

—3xr—1=25,
odtud z7 = —2. Zfejmé 1 € I, tedy tento prvek je jedinym fesenim rovnice (1) na
intervalu /.
2. Pro x € Iy plati
3r+1=5,

odtud zy = %. Zrejmé xo € I, proto xy je jedinym fesenim rovnice (1) na intervalu
Is.

Mnozinu K vSech feSeni rovnice (1) ziskdme jako sjednoceni mnozin vsech jejich reseni
na intervalech I, Is, tj.
4 4
K={-21u{-t=0 92>
2o} - 23]

Zdvér. MnoZzina feSenf rovnice [3z 4+ 1] =5 je K = {-2,3}.

Reseni 2 (tiroveti 2)
Predpokladané znalosti: geometricky vyznam absolutni hodnoty, feseni line-
arnich rovnic s absolutni hodnotou

Vychazejme z geometrického vyznamu absolutni hodnoty, tj. absolutni hodnota roz-
dilu libovolnych prvkt a, b z mnoziny realnych ¢isel je rovna vzdalenosti obrazu ¢isel a, b
na c¢iselné ose.



Nejprve upravme rovnici
|3z +1| =5 (2)

do tvaru |z —¢| = r, kde ¢ € R, r € R. Po vytknuti a provedeni ekvivalentnich tprav

dostaneme | -
N e 3

Prvek z je feSenim rovnice (3) pravé tehdy, kdyz jeho vzdalenost od obrazu disla —%

na Ciselné ose je rovna g Takova ¢isla x existuji prave dvé, tj. z; = % a ro = —2. Prvky

x1, T9 jsou ziejmé FeSenim jak rovnice (3) tak rovnice (2), protoze od rovnice (2) jsme
dospéli k rovnici (3) pomoci ekvivalentnich tprav.

Zdveér. MnoZina feSen{ rovnice [3z + 1| =5 je K = {-2,1}.

Reseni 3 (tiroven 2-3)
Predpokladané znalosti: feseni kvadratické rovnice
Resme rovnici
|3z 4+ 1] =5 (4)

umocnénim na druhou, tato uprava rovnice (4) je ziejmé ekvivalentni, jelikoZ leva i prava
strana rovnice (4) je vzdy nezadpornd pro libovolny prvek x € R. Po umocnéni a provedeni
ekvivalentnich tprav dostaneme

922 + 62 — 24 = 0. (5)

Resenim kvadratické rovnice (5) jsou x; = —2, x5 = %. 21, T9 jsou zrejmé reSenim
jak rovnice (5) tak rovnice (4), protoze od rovnice (4) jsme dospéli k rovnici (5) pomoci
ekvivalentnich tprav.

Zdvér. MnoZzina feSenf rovnice [3z 4+ 1] =5 je K = {-2,3}.

Metodické poznamky

Druhy a treti zplisob feseni umoznuje demonstrovat dalsi ptistupy k reseni
linedrnich rovnic s absolutni hodnotou. Ulohu je mo7né zadat jak pro samostat-
nou praci tak skupinovou praci s tim, ze zaci mohou hledat vice zptsobt feseni
a nasledné diskutovat vyhody jednotlivych feseni.

Zdroj:

Charvat, J., Zhouf, J., Bocek, L. Matematika pro gymndzia: rovnice a nerovnice. 3. vyd.
Praha: Prometheus, 2001, 223 s. Uéebnice pro stfedni skoly (Prometheus).

Obrazovy material:

Autor: Mgr. Tomas Taborsky; ttaborskyQgmk.cz



RiGzné metody reseni

Tematicky okruh RVP G: Cislo a proménna
Klicové pojmy: rovnice a nerovnice s absolutni hodnotou

Uloha

V mnoziné realnych ¢isel feste nerovnici |2z — 3| > |2 — 3x|.

Reseni 1 (tiroveti 1-2)
Predpokladané znalosti: linearni funkce s absolutni hodnotou
Upravime nerovnici na tvar |2z — 3| — |2 — 3z| > 0. Levou stranou je linedrni funkce

s absolutni hodnotou
[(z) = |22 — 3| — |2 — 3x|,

kterd, protoze je spojitd, miize zménit znaménko jen pii priicchodu nulovym bodem. Re-
sime tedy rovnici [(z) = 0.

Lze postupovat bez rozboru a vysledek ovérit zkouskou: Bud maji vnitiky absolutnich
hodnot stejna znaménka, pak

(2 —3)—(2—3x)=0
a r1 = 1, anebo maji vnitiky absolutnich hodnot opa¢néd znaménka, pak
(22 -3)4+(2—-32)=0

a 9 = —1. Obé hodnoty rovnici vyhovuji.
Resenim nerovnice miize byt interval (—oo; —1) nebo (—1;1) nebo (1;00).
Dosazenim nékterého libovolné zvoleného bodu z kazdého intervalu do I(z) zjistime,
ze l(x) > 0 prox € (—1;1). Napr. [(—10) = | — 23| — | — 28| = =5, [(0) = | = 3| — 2] = 1,
1(2)=1—-|—4=-3.

Zaver. Resenim nerovnice je kazdé redlné ¢islo x € (—1;1).

Metodické poznamky
O spojitosti neni potieba hovorit, staci geometricka predstava o grafu funkce,
jimz je neprerusovand (lomena) cara.

Reseni 2 (tiroveri 1-2)
Predpokladané znalosti: definice absolutni hodnoty
Pomoci nulovych bodt vyrazi v absolutni hodnoté uréime intervaly, na nichz je mozné
absolutni hodnoty odstranit.
Na levé strané 2o — 3 = 0 pro 1 = %, na pravé stran¢ 2 — 3x = 0 pro g = 3.
Dana nerovnice s absolutni hodnotou se tak rozpadne na t¥i nerovnice bez absolutni
hodnoty pro tii intervaly: (—oc; 2), (3;2) a (2;00).

(]
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e Proz € (—oc; %) je 2r —3 < 0a2—3r>0. Nerovnice ma tedy tvar

—2r+3>2—3x.

: §>, musi z € (—1; %)

) je2x —3<0a2— 3z <0. Nerovnice mé tedy tvar

Vyjde x > —1, ale protoZe tato nerovnice plati pro z € (—oo
e Proz € (2;3
—2r+3> -2+ 3.

Vyjde x < 1, ale protoZe tato nerovnice plati pro = € (%, 3), musi z € (%, 1)

e Prox € (%, o0) je 2x —3 > 0a 2 — 3z < 0. Nerovnice ma tedy tvar
20— 3> —2+ 3x.

Vyjde z < —1, ale protoze tato nerovnice plati pro x € (%, 00), nema fesend.

Zdvér. Resenfm nerovnice je kazdé redlné ¢islo € (—1;2) U (3;1) = (=1;1).

Reseni 3 (tiroveti 2)
Predpokladané znalosti: vztah absolutni hodnoty a odmocniny

Vime, Ze |a| = v a? pro vSechna redlnd a. Proto lze nerovnici prepsat na tvar

(22— 3)2 > /(2 - 32)2.

Protoze pro nasi nerovnici plati [(x) > p(z) > 0, je umocnéni ekvivalentni tpravou a
netieba zkousky. Takze

(22 —3)* > (2 — 3z)?
4a* — 120 4+9 > 4 — 12 + 92°
1> z?
Tedy |z| < 1.

Zaveér. ReSenim nerovnice je kazdé redlné ¢islo x € (—1;1).

Zdroj: archiv autora
Obrazovy material: dilo autora
Autor: RNDr. Miloslav Zavodny; mzavodny@gmail.com, miloslav.zavodny@upol.cz
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RiGzné metody reseni

Tematicky okruh RVP G: Cislo a proménné
Klicové pojmy: rovnice a nerovnice, kvadratické rovnice s parametrem, Vietovy vztahy

Uloha

Je dana kvadraticka rovnice
327 — Tx +2=0.
Urcete realné koeficienty p, ¢ tak, aby rovnice
v +py+q=0

mela koteny, které jsou o 5 mensi, nez kofeny rovnice v proménné .

Reseni 1 (tiroveti 1-2)
Predpokladané znalosti: feseni kvadratickych rovnic, Vietovy vztahy
Vypocéteme-li diskriminant D = (—7)2 — 4 -3 -2 = 25 prvni kvadratické rovnice,
dostaneme koteny

Ir1 = 2, Ty = 1
3
Kvadraticka rovnice v proménné y ma proto koreny
W=2-5=-3 p=;- 5=
3 3

Prislusna kvadraticka rovnice ma tedy tvar

t].
() (s ) 0

Roznasobenim vyrazii dostaneme

y2+%y+14:0.

Zaver. Hledané koeficienty jsou tedy p = 23—3, q = 14.

Reseni 2 (tiroveri 2)
Predpokladané znalosti: feseni kvadratickych rovnic, Vietovy vztahy
7. Vietovych vztaht pro prvni rovnici dostavame

c 2
T1 Ty = — = —
a 3’

wl

1‘1—}-1‘2:——:
a

11



7 Vietovych vztahi pro druhou rovnici dostavame

Y1 Y2 = ¢q,
Y1 +y2 = —p.

Dosazenim y; = x1 — 5 a yo = x2 — 5 do druhého Vietova vztahu ziskame
T1 — 5+ T2 — 5= —p,

u 7 23
p:10—w1—x2=10—§:?.

Dosazenim y; = x1 — 5 a yo = x9 — 5 do prvniho Vietova vztahu ziskame
(1 —5)(z2 —5) = q,
tj.

2 7
q:w1x2—5(:):1+x2)+25:5—5-54—25:14.

Reseni 3 (iroven 2)
Predpokladané znalosti: feseni kvadratickych rovnic, Vietovy vztahy

Ma-li mit rovnice v proménné y koreny o 5 mensi nez rovnice v proménné x, staci
provést linearni transformaci
y=x—>5

a rovnice pak bude mit tvar
3-(y+5)?2—7-(y+5)+2=0,
tj.
3y% + 23y + 42 = 0.

Vydélime-li ziskanou rovnici ¢islem 3, dostdvame normovany tvar

23
y2+§y+14=0,

ze kterého snadno vycteme prislusné hodnoty parametri.

Zdroj: archiv autora
Obrazovy material:
Autor: Mgr. Radek Horensky, Ph.D.; horensky@gymst.cz
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Rzné metody reseni

Tematicky okruh RVP G: Cislo a proménna
Klicové pojmy: operace s komplexnimi ¢isly, komplexné sdruzeni ¢islo, komplexni ¢islo
v goniometrickém a exponencidlnim varu

Uloha

Zjednoduste vyraz
1+i 1-—i

1—i+1+i’

Reseni 1 (uroven 1)
Predpokladané znalosti: déleni komplexnich ¢isel pomoci rozsiteni zlomku,
s¢itani a nasobeni komplexnich ¢isel

1+1 1-1 141 141 1-1 1-1

-1 141 1-1 141 111 1-1°
14202 1-24 2 2
5 5 SR

Zdver. Dany vyraz je roven 0.

Reseni 2 (uroven 1)
Predpokladané znalosti: déleni komplexnich ¢isel pomoci vzorce
o P o . . 2 1 w _
Déleni komplexnich ¢isel je mozné obecné zapsat vzorci — =z — =z —— kde w
w w |w|
je komplexné sdruzené ¢islo k ¢islu w a |w| je velikost komplexniho ¢isla. Ulohu vyfesime
uzitim vyse uvedeného vzorce

141 1—i 141 1—1
(1) — )
et G A o P G R o
(14+i)2+ (1 —1)2  (20) + (-2i)
pr— 2 p— 2 :O.




Reseni 3 (droven 1-2)
Predpokladané znalosti: s¢itani zlomkt, ndsobeni komplexnich ¢isel a kom-
plexné sdruzenych c¢isel

Ve jmenovatelich obou sc¢itanych zlomki jsou navzajem komplexné sdruzena cisla.
Tyto zlomky je mozné nejdrive secist. Ve vzniklém jmenovateli obdrzime realné ¢islo

1+i+1—i T+)A+)+ Q-1 —1) 1+2+i%+1—2i+i
1—i 1+i (1 —1)(1+1) B 2

=0.

Reseni 4 (uroven 3)
Predpokladané znalosti: komplexni ¢islo v exponencialnim a goniometrickém
tvaru, prace s mocninami.

Komplexni &slo a + bi zapiSeme v exponencialni tvaru jako e*t8 a s nfm komplexné
sdruzené ¢islo a — bi mé tvar e, Toho vyuZijeme v nasem pifkladu. Cislo 141 zapiSeme
ve tvaru e*t8 proto pak 1 —i = e* 8. Cislo o neni potfeba v tomto pifklade blize
specifikovat.

14+i 1—i et earif
-1 111 o B  cd
Posledni rovnost dostaneme tpravou mocnin se stejnym zédkladem v kazdém zlomku.

/////

= 47

plexniho ¢isla. Tedy

e?P 4 721 = cos 26 4 isin 28 + cos(—23) + isin(—28) = 2 cos 2.

Zbyva pripomenout, ze (3 je kladny thel, ktery svira redlnd osa se spojnici pocatku a da-
ného komplexniho ¢isla. V nasem pripadé g = 45°. Proto 2cos 28 = 2 cos90° = 0.

Zdroj: archiv autora
Obrazovy material:
Autor: Mgr. Pavla Hofmanova; pavla.hofmanova@ujep.cz
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Rzné metody reseni

Tematicky okruh RVP G: Cislo a proménna
Klic¢ové pojmy: feseni kvadratickych rovnic v oboru komplexnich ¢isel (C), soustava
nelinearnich rovnic, Moivreova véta

Uloha

Uréete vSechna feSeni rovnice z* +1 = 0 v oboru C.

Reseni 1 (droven 2-3)
Predpokladané znalosti: feSeni rovnice pomoci substituce, feseni kvadratic-
kych rovnic v oboru komplexnich ¢isel, feseni soustav nelinearnich rovnic

2 &imz rovnice prejde do tvaru y2+1 = 0. Kofeny této rov-

Zavedeme substituci y = x
nice jsou komplexni éisla #+i. Nyni musime urcit fegeni rovnic 22 =i a 22 = —i. ZapiSeme
postup pro Tesen{ prvni z nich a TeSen{ druhé z nic se najde analogicky. Reseni budeme
hledat ve tvaru @ = a+ib. Dostaneme tak rovnici (a+ib)? = i. Umocnénim a porovnanim

koeficientti v dané rovnici obdrzime soustavu dvou rovnic o dvou neznamych

2—62:0,
2ab = 1.

Resenfm této soustavy rovnic jsou komplexni &sla 4 + i@ a — \f 1? Zbyla Teseni
2 2

= —i. Jsou to ¢isla 5

dostaneme stejnym zptsobem z rovnice x

2
VEOVI_VE AR 2

l_ Y=

20 2 2 2 2

Zaver. Vsechna Teseni této rovnice jsou komplexni ¢isla \/_ +i%s
a —¥2 i@.

2

Reseni 2 (droven 2-3)
Predpokladané znalosti: rozklad mnohoc¢lenu na soucin, feseni kvadratickych
rovnic v oboru komplexnich ¢isel

Mnohoélen z* 4 1 lze rozlozit na kvadratické trojéleny a poté najit kotfeny téchto
trojclenu dle klasického vzorce.

1= 4202 4+1) - 222 = (22 +1)2 — (V22)? = (2> = V22 + 1) - (22 + V22 + 1).
15



mw_\/_:t\/ \/_:|:1\/_

—fﬂ:\/— \/_:EI\/_
2 2

T34 =

Reseni 3 (troveti 1-2)
Predpokladané znalosti: goniometricky tvar komplexnich cisel, Moivreova
véta

V poslednim uvedenym fesenim této tlohy je klasické feseni pomoci Moivreovy véty.
Hleddme komplexn{ feseni rovnice 2* = —1 v goniometrickém tvaru z = |z|(cos a+isin o).
Tedy

= |2|*(cos4a + isin4a) = 1 - (cos(m + 2kn) + isin(r + 2k7)).

Je ziejmé, ze 2| =laa =75 +k- 5, kde k=0,1,2,3.

Za’uer Opét tak obdrzime ctyrl koTeny této rovnice, a to cos 7 +isin % 4 = g + 1@,
cos =% 4 T +isin 3I = —%-ﬁ-l\/_ cos 4 T 4+isin 5I = \/_ ‘/_ a cos 4 T 4igin & T @—i@.

Zdroj: archiv autora
Obrazovy material:
Autor: Mgr. Pavla Hofmanova; pavla.hofmanova@ujep.cz



RiGzné metody reseni

Tematicky okruh RVP G: Cislo a proménné
Klicové pojmy: realné ¢islo, rovnost, nerovnost

Uloha

Pro kladna realna ¢isla a, b plati a+b = 1. Jakou nejvétsi moznou hodnotu muze mit
soucin ab?

Reseni 1 (tiroveti 1-2)
Predpokladané znalosti: iprava algebraickych vyrazt, zdkladni nerovnosti
Ziejmé plati (a + b)? = (a — b)? + 4ab. Po dosazeni a + b = 1 dostavame
1= (a—b)*+ 4ab.

Vzhledem k tomu, 7ze (a — b)? > 0, tak odtud jiz pifmo plyne 4ab < 1, tj. ab < ;11.
V pripadé, ze a = b, plati ab = i.

Reseni 2 (tiroveti 2)
Predpokladané znalosti: nerovnost mezi aritmetickym a geometrickym pri-
mérem (AG nerovnost)

Vyuzijeme nerovnosti mezi geometrickym a aritmetickym primérem nezapornych re-
alnych ¢isel a, b.
Pro libovolna dvé nezaporna realna cisla a, b plati

a+b
Vab .
“ 2

IN

Po dosazeni a + b = 1 dostavame

a+b 1
Vab < -
W= Ty

odkud plyne

Vab <

, tj. ab <

N | —
il

Reseni 3 (tiroveti 3)
Predpokladané znalosti: obsah pravouhelniku

Ulohu mtizeme pojmout také z pohledu geometrie. Uvazujme &tverec o strané délky
a + b s vyznacenim useku a, b tak, jak je uvedeno na obr. 1.

Obr. 1
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7 obréazku je patrné, ze
(a+b)? =4dab+ A,

kde A je obsah vnitiniho pravothelniku. Po dosazeni a + b = 1 odtud jiz snadno plyne

1 =4ab+ A,

ab <

A~ =

Reseni 4 ({roven 2)
Predpokladané znalosti: iprava kvadratického trojélenu (metoda doplnéni na
»Ctverec®)

Vyjadiime ptimo soucin ab. Z podminky a +b =1, tj. b=1 — a plyne

1 1\? 1
b: ]_— = — 2 = — — — — < —.
ab=a(l —a)=a—a 1 (a 2> <7

Reseni 5 (tiroveti 3)
Predpokladané znalosti: zaklady diferencidlniho poctu, pribéh funkce

Ulohu lze také fesit také s vyuzitim diferencidlniho poctu. Oznaéime-li @ = z, pak

b=1-ux, ab= (1 — ). Dostavame tak funkci f:y = x — 22. Nyn{ uréime jeji lokalni
extrém(y). Pro 1. derivaci plati

Yy =1-2z.

Z rovnice y' = 0 plyne x = % Tento bod je bodem podezrelym z existence lokalniho
extrému. Snadno urc¢ime (napf. uzitim 2. derivace), Ze v tomto bode nabyva funkce f
svého maxima f (%) = %, nutné tedy plati ab < %.

Zdroj: archiv autora, autor
Obrazovy material: dilo autora upravil Pavel Calabek
Autor: RNDr. Dag Hruby; hruby@gymjev.cz

18



RiGzné metody reseni

Tematicky okruh RVP G: Cislo a proménné
Klicové pojmy: goniometrické rovnice

Uloha
Reste v oboru redlnych ¢isel rovnici

sin 2 + costr = §

Reseni 1 (uroven 2)
Predpokladané znalosti: goniometrické rovnice, substituce, kvadraticka rovni-

ce
Ze zadéani je ztejmé, ze cosx # 0, tedy lze vyuzit Gpravu
4 4 sin® 4 4 cos® x 2
sin® x + cos” x = — + 1] -cos x:(tg x—l—l)- — . _
cos* SIn“ x + cos*x
2
1 1+tgta
sin“x  cos“w (1+ tg? )

cos?x  cosizx

Dané rovnice je ekvivalentni s rovnici
1+tgta
(1+tg2z)’

5
8
Po vynéasobeni obou stran rovnice vyrazem 8 (1 + tg? x) ziskavame rovnici

8+ 8tgtr =5+ 10tg’z + 5tgt z,

kterou upravime na
3tgte —10tg?z +3=0.

Uzijeme substituci y = tg? z a fe§ime kvadratickou rovnici

10+£v64

3
3y? — 10y +3 =0, odkud Y12 = —% { 1.
3

S ohledem na pouzitou substituci plati bud tgz = £1/3, nebo tgz = i\/?g, a tedy

T T
x::I:g—l—lm Vv a:::tg—i-knr, kde ke Z.
Vzhledem k tomu, ze —¢ = £ — 5 a —% = § — 7, lze vySe uvedena reseni zapsat pouze

dvéma zpisoby s primitivni periodou 7.
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Zaver. Resenim jsou viechna realnd ¢sla ve tvaru
T T T T

rn=—=+4+k= V x2=—=—+4+k=, kde keZ
Y62 27372

Reseni 2 (tiroveti 2)

Predpokladané znalosti: vztahy mezi goniometrickymi funkcemi, reseni goni-
ometrickych rovnic

Levou stranu rovnice upravime

.4 4 .9 2 N2 .2 2 sin® 2
sin“x + cos” x = (sm T + cos :1:) —2sin“x-cos“x=1—

2 )
piitom jsme uzili vzorce sin? z + cos?z = 1 a 2sinx - cosz = sin 2z.
Resfme rovnici
1 sin? 2z )
2 8
po upravé dostavame
4sin? 2z = 3,
odkud
3 T s
sin2x—i§ = :c:j:g+k7r, keZ V x:ig—i-lm, ke Z.

Zaveér. Resenim jsou vSechna realna cisla ve tvaru

™

7r T T

- T SRR Z.
1 6—1—1{:2 V.  T9 3+k:2, de ke
Reseni 3 (troveti 2)

Predpokladané znalosti: vztahy mezi goniometrickymi funkcemi, feseni goni-
ometrickych rovnic

Pokracujeme-li v naznacené uprave levé strany rovnice z predchazejiciho feseni, do-

PR .9 1 —cos2a
staneme postupne uzitim vzorce sin“ o = —
.2
. 9 9 \9 .9 9 sin” 2x 1—cos4xr 3 cosdx
sin“x +cos“z)” —2sin“x-cosr=1— =1-—=-+ .
( ) 2 TR S
Poté Tesime rovnici
3 cosdx b 1
-+ = -, ted cosdr = ——,
1771 T8 Y 2

odkud



tedy
T 0 7 T
x—g+k§ nebo x—§+k§7 kde ke Z.

Zaver. Resenim jsou vSechna realnd cisla ve tvaru

_r T _r T k 7.
1 6+k2 AVAR ) 3—|—k2, de ke

Reseni 4 (droven 2)
Predpokladané znalosti: vztahy mezi goniometrickymi funkcemi, reseni goni-
ometrickych rovnic

Dalsi zptisob TeSeni je zaloZen na jiné tipravé levé strany uzitim vzorce sin?z = 1 —
— cos? z, tedy
sinz? + cosz = (1 — cos? 33)2 +costz =1—2cos®x + 2cos x.
Poté Tesime rovnici 5
1 —2cos’z +2costz = 3
kterou upravime na tvar
16 cos® & — 16 cos® z + 3 = 0.
Odtud
16 £ v/64 3 3 1
cos?r = ———— = $, tedy cosac:i£ V. cosx =*+—,
32 1 2 2
tedy

T T T T
m—g—l—ki nebo x—§+k§, kde ke Z.

Zaver. Resenim jsou vSechna realna cisla ve tvaru
™ s

T T
= — — = — —, k Z.
1 6+k2 Vo ox 3+k2, de ke

Reseni 5 (uroven 3)
Predpokladané znalosti: vztahy mezi goniometrickymi funkcemi, reseni goni-
ometrickych rovnic

Levou stranu rovnice opét upravime jinak

2
1— <(sinx +cosz)t — 1> +2(sinz + cosz)*

2 ?

sin 2 + costz =

Vel . . 2 ..
odkud s pouzitim substituce y = (sinx + cosx)” dostaneme zadanou rovnici ve tvaru

-y +2y 5

2 8
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Upravime a vyfesime kvadratickou rovnici 4y — 8y + 1 = 0. Ziskdme

3
a2

a diive nez se vratime k substituci, upravime

2
1:|:—\/§:1:t2.—\/§—|—§: li—\/g .
2 4 4 4 2 2
Poté fesime rovnice
2
1 3 1 3
(ii_\é_) = (sinz +cosz)? = ‘ii—\g—‘:binx—i-cosﬂ.

3
Pokud nahradime — = sin T a £ = COS z, pak
2 6 2 6

T T T T
<sin$ —sing = :I:cosg —cos:c) nebo (sinx+sin6 = :I:cosg — cos:c) )

Postupné vyresime vsechny 4 rovnice:

, . T
a) sinz+sin — = cos — — cosx,
6 6
. T m
b) sinz +sin — = —cos — — cos,
6 6
. LT m
¢) sinz —sin — = cos — — cosz,
6 6
. .
d) sing —sin & = —cos & —cosw

Pritom vyuzijeme vzorce

sin a + sin f = 2sin (% + %) COS (% — %) ,
sina — sin 3 = 2sin (% — %) cos (% + 1%) ,
cos a + cos f = 2 cos (% + %) cos (% — %) ,
cosa — cos f = 2sin (% + %) sin (% — %)

a) Uzitim vysSe uvedenych vzorct upravime rovnici na tvar

S11 9 12 COSs 9 12 = S 12 B S1n 12 B s

(5 +45) [eos (5 - 75) —sin (5~ 13)] =0
in{=-+ — ———)—sin(=—— || =
S T 1) [P\ T 12) T\ T g ’

xr Vs

(T LT g

Sln<2+12> )
929

tedy

odkud



nebo

T T ./ T
COS(———) —sm(———) =0.
2 12 2 12

Z rovnice (1) dostavame g + % = km, tedy © = ~ I 4+ 2kn. Z rovnice (2) dostavame
r r moow
tg <§ — ﬁ> = 1, odkud s 31 + km, celkem tedy
2
z = %4—2]{7@ kde keZ

Podobné vytesime zbylé tii rovnice

b)

2. <.§L’+7T) (.fC 7T) 2 <7T x) <7T+SU)
in(=+— ——— ) =- — — = — + =
Y T 1) " \5 T 1o Cl\12 "2/ \12 "2

(5 13) [sin (5 +15) Teos (5 +73)] =0
——— ) |sin{=+ — —+ — )| =
O\ T/ M\ 1) T e T ’

COS 5 12 = nepo sin B 12 COS B 12 = U.

Z prvni rovnice

T T 2T
B 12_——+k7r = x=——+42km, ke

1
. x T x s . x
Sin <— — —> [COS (— + —) — sin (—
2 12 2 12 2
x ™ T T
sm<2 12) 0 nebo tg<2 + 12) ,
z ¢ehoz plyne

mz%—i—?k‘w v x:g+2k7r,k€Z.

) cos ( ;
cos(x—l—W)[s' <x_7r>+cos<x_7r>}_0
2 T 1) PM\2 T 1o 2 12177

X

2

z ¢ehoz plyne

x:%r—I—anr Vv x:—g+2k37r,k€Z.
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Vsechna feseni lze vyjadrit jako dvé reseni s primitivni periodou 3.

Zaver. Resenim jsou vSechna redlna ¢isla ve tvaru
T

6

T m m
T = +l€§ V I2:§+k§, kde k€ Z.

Reseni 6 (tiroveti 3*** — neni v RVP)
Predpokladané znalosti: pribéh funkce, vztahy mezi goniometrickymi funk-
cemi, grafické feseni goniometrickych rovnic

Dalsi moznost feseni — graficky — graf jako prubéh funkce nebo z upraveného vztahu

sin4x+cos4:zc—§+M
4 4

nebo z grafu na kalkulacce ¢i pocéitacil). Tak dostaneme

xEU{%ijg;%—i-kg}.

keZ
S Funkce [ & ]|[=]
Soubor Funkce Ndstroje O programu
Predpis funkce: e
1y = fsinf) " 4+(cos(x)) "4 . -
21y -5/ @ x| i
3: € x| 4
Parametry jednotliviych funkei: T
1
| -pir2 piid T pild pir2 X
-
Pouiit nastavené parametry -2 -1 10 1 :
_r _T us jus 3
Rozsahy soufadnic [ Stejné ozsah 3 6 6 3
Osa x: T
Tz ®:x Czx T O 22 T
Osa y: BE
Czx ®+ Cx 21 C#2 -+
|7 Zobrazit pi nésobky na ose x
12
-5 -4 -3 -2 - 0 3 4
Sl Fiozsah Fosumikis 1 1 2
x= Soufadricavf kiiZ @ =5 B
b v " +5 o

Zavér. Resenim jsou vSechna realna cisla ve tvaru

™

6

T T T
= — = — —, k Z.
1 +k2 Vo ox 3+k}2, de ke

1) http://funkce.argh.cz/, http://www.karlin.mff.cuni.cz/katedry/kdm/diplomky/daniel mica/
index.html
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Zdroj: archiv autora
Obrazovy material: dilo autora
Autor: Mgr. Ivana Ondrackovd; ondrackova@gjkt.cz
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