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Gradované ulohy

Tematicky okruh RVP G: Cislo a proménné
Klicové pojmy: primérna rychlost

Uloha 1 (troveri 1-2)
Predpokladané znalosti: vytykani, kraceni, slouceni

Zjednoduste vyraz

ab + ac — be — 2 _ab+bd+ac+cd
a—c a-+d

kde ¢ # a # —d.

Reseni
Necht ¢ # a # —d. Potom po vhodném vytnuti v ¢itatelich obou zlomki daného
vyrazu dostaneme nejprve

ab+ac—bc—c* abtbd+ac+ed alb+c¢)—c(b+¢)  bla+d) +cla+d)
a—c a+d B a—c a+d '

Udélame-li v novém vyrazu podobnou tpravu, mame

alb+c)—clb+c) blatd) +cla+d)  (b+c)la—c) (a—l—d)(b—kc).

a—c a-+d a—c a+d

Po zkréceni a slouceni je

(b+c)la—c) (a+d)(b+c)
a—c a+d

=b+c—(b+c)=0.

Zaver.
ab + ac — bc — 2 B ab+bd+ac+cd_0

a—c a-+d

Uloha 2 (troveri 2-3)
Predpokladané znalosti: slouceni, vytykani, kraceni

Zjednoduste vyraz

a3—ab2+b3_ b a? — 2ab + 20?
(a —b)3 a—1b a? — ab + b?

—S), kde 0+# a #b.



Reseni
Pro 0 # a # b nejprve slouc¢ime zlomky v hranatych zdavorkach a pak pokrac¢ujeme
pomoci znamych vzorct pro druhou a tfeti mocninu dvojélenu a—b a dalsich jednoduchych

uprav
a® — ab®* +b? b a? —2ab+2v* b
( (a —b)3 _a—b>.(a2—ab+b2 _5>:

a® —ab? + b —bla—b)? ala® — 2ab+ 2b*) — b(a® — ab + b?)
- (a —b)3 ' a(a2 — ab + b?) -
a® — ab® + b3 — b(a® — 2ab + b*) a3 — 2a%b + 2ab*® — a*b + ab® — V?

- (a —b)3 ' a(a? — ab+ b?) -
a® — ab® + b3 — a®b + 2ab®> — b3 a® — 3a%b + 3ab® — b3
- (a—0b)° T a(@@—ab+0?)
a® — a?b + ab? (a —b)?
- (a—b)3  a®—a2b+ ab? a
Zdver.

a3—a62+b3_ b a2—2ab+2b2_b _1
(a —b)3 a—1>b a? — ab+ b? a)

Metodické poznamky
Jde o slouceni pomérné neprehlednych zlomkii pomoci stanoveni spole¢ného
jmenovatele. Zadani je zvoleno tak, ze se po ipravach oba zlomky navzajem zkrati.

Uloha 3 (tiroveti 3)
Predpokladané znalosti: slouceni, vytykani, slozené zlomky

Zjednoduste
] a? — 22
+a2+:132 1 a? — 2? a
1+ 5 5 |- 5 + :
a® —x a a—x l4+a+=x
11— 1+ —
a? + 22 z?

pro vSechny pripustné hodnoty vsech realnych ¢isel z, a.

Reseni
Pro vSechny pripustné hodnoty vSech redlnych ¢isel x, a plati: Nejprve zjednodusime
zlomky, zejména slozené a pak provedeme naznacené pocetni vykony

' a2 — 22

- iErra Pl B

a’® — x? a® a—x l+a+ux
==/ 1+
a“+x x



a’+ 22 +a®—2?

“l1s a? + a2 1 +(a—|—a:)(a—x) a _
N a? + 2% —a® + 2 2+ a? a—x l+a+z
a? 4 2 z?
1_|_2a2 x? fat a
= _— - —_— a €T DI e —
202 ) x2 4 a? l+a+zx
2 2 2
<+ a x a
( 2 ﬂc2+a2+a+x> l+a+z (1+a+z) Tta+s
Zaver.
1 a? — 22
e @42 | L at-a?) a
2 .2 2 — 1 -
a X a a—x +a+x
“2ia) 'Te

Zdroj:

Maska, O. Matematika v ulohdch. Algebra a geometrie. Nakladatelstvi Barvi¢ a Novotny,
Brno, 1947.

Obrazovy material:

Autor: doc. RNDr. Josef Zednik, CSc.; josef.zednik@centrum.cz



Gradované ulohy

Tematicky okruh RVP G: Cislo a proménné
Klicové pojmy: kvadraticka rovnice, substituce

Uloha 1 (troven 1)
Predpokladané znalosti: kvadraticka rovnice, pouziti substituce pii feseni
rovnic

V oboru realnych ¢isel feste rovnici

T+ 2 18z
+
T T+ 2

=11

a stanovte podminky fesitelnosti.

ReSeni
Dana rovnice ma teSeni pro z # 0 x # —2. Pro zjednodusSeni TeSeni zavedeme
substituci t = ”2 . Ziskdme rovnici t—i— = 11, po vynasobeni ¢t dostaneme kvadratickou
rovnici 2 — 11t —|— 18 = 0. Vypocitame Jejl koreny t; =9 a ty = 2.
Nyni se vratime k substituci, vyresime dvé linearni rovnice
a) z+2

x
b) 2 — 2 druhé fefeni je zy =
xr

=9, prvni Teseni je x1 = i,
2

Zaver. Resenim rovnice je x1 = i a Xy = 2.

Metodické poznamky
Je vhodné nejdrive nechat zéky spocitat tento priklad bez uziti substituce
a poté se substituci, aby si uvédomili vyhody substituce.

Uloha 2 (trovern 2)
Predpokladané znalosti: exponencialni rovnice, pouziti substituce pri feseni
rovnic

V oboru redlnych ¢isel feste rovnici 144* — 2 - 12% — 120 = 0.

Reseni
Rovnici miizeme vyjadrit ve tvaru (12“”")2 — 212" — 120 = 0, vyuzitim substituce
t = 127 ziskdme kvadratickou rovnici t? — 2t — 120 = 0. Jeji kofeny jsou t; = 12,
to = —10. Dalsi krok spociva k navratu k substituci a rfesime dvé exponencialni rovnice
a) 12% = 12, fesenim je = = 1,
b) 12 = —10, tato rovnice nem4 reseni.



Reseni

Dana rovnice ma v oboru redlnych ¢isel jedno feseni x = 1.

Uloha 3 (uroven 3)
Predpokladané znalosti: feseni exponencialnich, logaritmickych rovnic a ne-
rovnic s parametrem a absolutni hodnotou

V oboru redlnych ¢isel Teste rovnici a provedte diskusi vzhledem k realnému parame-
tru a
1447 — 2 .12kl 4 ¢ = 0.

Reseni
Zavedeme substituci y = 121%, neboli || = logyy. Protoze || > 0, plyne odtud
y > 1. Potom mame
Y’ —2y+a=0.
Regime kvadratickou rovnici s parametrem a, jeji diskriminant je D = 4 (1 — a). Disku-
tujme nasledujici ptipady:
a) a = 1, potom D = 0 a rovnice ma jeden koren y = 1. Dopocteme |z| = log;5 1 = 0,
tedy x = 0.
b) D > 0, odtud a < 1. Rovnice mé dva kofeny y = 1++/1 — @, z nichz nutnou podminku
y > 1 splnuje pouze koten y = 1 4+ /1 — a. Odtud po odstranéni absolutni hodnoty

z=+log, (1++v1—a).

Zaver. V pripadé:

a) a = 1 ma dand rovnice jedno reélné reseni x = 0,
b) a < 1 ma dand rovnice dvé redlna feSeni z = +log, (14 /1 — a),
¢) a > 1 dand rovnice nemd zadné feseni.

Zdroj: archiv autora
Obrazovy material:
Autor: RNDr. Lenka Machkovd; machkova@gjkt.cz
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Gradované ulohy

Tematicky okruh RVP G: Cislo a proménné
Klicové pojmy: kvadratické rovnice, komplexni ¢isla

Uloha 1 (tiroveni 1-2)
Predpokladané znalosti: kvadratické rovnice, algebraicky tvar komplexniho
¢isla

V oboru komplexnich ¢isel feste rovnici 22 + 22 + 5 = 0.

Reseni

Stejné jako pri feseni kvadratické rovnice v oboru realnych ¢isel nejdiive vypocitame
diskriminant D = b? —4ac. V zadané rovnici jea = 1,b = 2, ¢ = 5, tedy D = —16. Diskri-
minant je zaporny, dand rovnice nema v oboru redlnych ¢isel feseni. V oboru komplexnich

¢isel ale TeSeni existuje. Diskriminant mtiZzeme zapsat jako D = —16 = 16i?, feSeni kva-

<1 . . Py —b+i\/|D —b—iy/|D ;
dratické rovnice jsou pak komplexni ¢isla 1 = TH,:UQ = TH . Dosazenim
dostavame zq = =4 = —1 42, 29 = =24 = -1 — 2i.

Metodické poznamky

Komplexni ¢isla nejsou zarazeny v RVP, na gymnaéziich se ale s nimi zaci
seznamuji v ramci volitelného seminére z matematiky. Zadand kvadraticka rovnice
s redlnymi koeficienty nema reseni v oboru realnych ¢isel, protoze jeji diskriminant
je zaporny, v oboru omplexnich ¢isel jsou jejimi koteny ¢isla komplexné sdruzena.

Uloha 2 (troveri 2)
Predpokladané znalosti: kvadratické rovnice, algebraicky tvar komplexniho
¢isla

V oboru komplexnich éisel feste rovnici iz? + 22 — 5i = 0.

ResSeni
Stejné jako v predchozi tloze nejdiive vypoéitdme diskriminant D = b? — 4ac = 2% —
— 4i - (—5i) = —16. ReSenim jsou pak komplexni &isla
—b+i —2+ 4 —1+2i (—i
o +iy/] ]: + i —|— 1'( %):2_’_1’
2a 2i i (—1)
b—i/[D] —2-4i —1-2 (=i
1’2 g ! | | —= N ! = - ! . ( 1) g —2 + 1
2a 2i i (—1)



Metodické poznamky

Zadané kvadratickd rovnice sice obsahuje komplexni koeficienty, ale k jejimu
feSeni staci znat algebraicky tvar komplexniho cisla a pocetni operace s kom-
plexnimi ¢isly v algebraickém tvaru. V porovnani s tlohou 1, kde byla zadana
kvadratickd rovnice s redlnymi koeficienty, v tiloze 2 kofeny rovnice nejsou ¢isla
komplexné sdruzena.

Uloha 3 (tiroveti 3)
Predpokladané znalosti: kvadratické rovnice, algebraicky tvar komplexniho
c¢isla

V oboru komplexnich éisel feste rovnici 22 4+ 3z + 10i = 0.

Reseni (algebraické Feseni)
Nejdifve vypoéitame diskriminant D = b* — 4ac = 3> —4-1-10i = 9 — 40i. Re-

2a
je dvojznacnéd komplexni odmocnina komplexniho ¢isla D. Tyto dvé hodnoty komplexni
odmocniny ur¢ime algebraicky.
Oznac¢ime /9 —40i = u + vi, kde u, v jsou redlna cisla. Umocnénim dostaneme
9 — 40i = u? + 2uvi — v2. Porovnanim reélnych a imagindrnich ¢4sti dostaneme soustavu
dvou rovnic o dvou neznamych

_ .y o A —b+(vD
Senim kvadratické rovnice jsou komplexni ¢isla ve tvaru z; o = M, kde (\/ D)

9 =u? — 02,

—40 = 2uw.

. . =20 .
7, druhé rovnice vyjadiime v = —— a dosadime do prvni rovnice dostaneme
v

-20\° 400
9= (—) — v tedy 9=— —2°
v

Postupnymi tdpravami dostaneme v* + 90 — 400 = 0. Zavedenim substituce v? = t
dostaneme kvadratickou rovnici t? 4+ 9t — 400 = 0, jejimi kofeny jsou é&isla t; = —25,
to = 16. Kofen t; = —25 nevyhovuje (druhd mocnina redlného ¢isla v nemuze byt ¢islo
zéporné), vyhovuje pouze kofen to = 16, tedy v? = 16, tzn. v; = 4, vy = —4. Odtud
u; = —H, ug = 5. Pro (\/B)C dostavame dvé hodnoty, a to b — 47 a —5 + 4.
Regenim dané kvadratické rovnice jsou tedy komplexni ¢isla
—3+5—-4i 2-—-4

=S 1
-3 —-5+4i -8+ 4i .
XTo = 7 = 5 = -4+ 2

Reseni (goniometrické reseni)
Stejné jako v prvnim feSeni nejdiive vypoéitame diskriminant D = b? —4ac = 9 — 40i.

—b+(vD

Resenim kvadratické rovnice jsou komplexni ¢fsla ve tvaru Tig = %, kde (\/ D)

9



je dvojznacnd komplexni odmocnina komplexniho ¢isla D. Tyto dvé hodnoty komplexni
odmocniny ur¢ime goniometricky, koreny kvadratické rovnice pak budou komplexni ¢isla

ve tvaru
C
s — —b+ /| D] (;os%+1s1n5).
’ a

Diskriminant D zapiSeme v goniometrickém tvaru

9 — 40i = |D| (cosa +isin ) ,
|D| = V92 + 402 = /1681 = 41,
coso = 3 sino = _—40

41 41

Protoze cosa > 0 asina < 0, tedy ac (%W; 27r) age (%7‘(; 7r). Protocos § < 0Oasing > 0.
cos —

Ze vztaht
1+ cosa . a‘ 1 —cosa
:\/— a sin —| =4/ ————
2 2 2 2

Cois o - a
vypocitame cos 5 a sin 5.

‘ «

’COSa‘_ 1+%_ 5 COSa_ _5
2 2 Va1’ 2 41’
) a‘ 1—% 4 o« 4
sin —| = = , SN — = ——.

2 2 NZN 2 41

Resenim dané kvadratické rovnice jsou komplexni ¢isla

-5 i 4
—3+¢ﬁ(fa+*7ﬁ)_—3+{—5+@)
2 B 2

-5 - 4
-3 VAL (B +ich)  S3- (o540

= —4 +2i,

— fry :1_2..
i) 9 5 1

Zdroj: archiv autora
Obrazovy material:
Autor: Mgr. Ivana Machacikovd; machacikova@gymzl.cz
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Gradované ulohy

Tematicky okruh RVP G: Cislo a proménna
Klicové pojmy: rovnice kvadraticka, rovnice normovana

V oboru realnych ¢isel feste rovnici

1 r—1 1
de —4  2x+2 1—x2

Reseni
Pro vSechna realna ¢isla = # +1 plati
1 r—1 1
dr—4 2w+2 1-a2
11—z 1 1

20+2) 4(1-2) 1-—22
(1—2)* = (1+42) =4,
2 —dx 422 —1—x =4,
22% — br —3 = 0.
Tato kvadratickd rovnice md diskriminant D = (=5)? —4 -2 (—3) = 49, ktery je kladny.

Rovnice ma dva redlné koteny

1
1 =3 a :1:2:—5.

Zavér. Rovnice ma dva redlné koreny z1 = 3, 9 = —%.




Je dana funkce y = —22% — 8z — 6. Vypoctéte obsah trojihelniku, jehoZ vrcholy jsou
pruseciky grafu funkce f se souradnicovymi osami.

Reseni

Prisecik trojihelniku s osou y ma soutadnici y = —6. Dostaneme ji dosazenim jeho
soutadnice 2 = 0 do rovnice funkce. Cislo | — 6| je viskou trojihelniku. Priiseciky s osou
x urcuji zakladnu trojihelniku, oba maji soutadnici y = 0 a jejich z-ové souradnice jsou
feSenim rovnice —222 — 8x — 6 = 0, kterou dostaneme z rovnice funkce dosazenim nuly
za y. Po kraceni ¢islem —2 dostaneme ekvivalentni normovanou kvadratickou rovnici
22 + 4z 4+ 3 = 0. Jeji kofeny uréime zpaméti pomoci vzorcti

r1+ro=—-4 AN x1-29=3,
tedy 1 = —1 a x9 = —3. Zakladna ma délku 2. Obsah trojihelniku je 2 - 3 = 6.
Zdver. Obsah trojuhelniku je 6.

V oboru realnych ¢isel feste soustavu rovnic

—(1—$)2—1:y,
2v+y—3m+1=0

s realnym parametrem m.

a) Urcete hodnoty parametru m tak, aby soustava méla jedno reseni.
b) Urcete toto Feseni.
c) Jaky je geometricky vyznam tlohy?



ResSeni
7 linearni rovnice 2x +y — 3m + 1 = 0 vyjadiime y = —2x 4+ 3m — 1 a dosadime do
rovnice kvadratické, dostaneme

20 +3m—1=—(1-2)*-1.

Po tpravé x2 — 4z +3m +1=0.

a) Tato kvadratickd rovnice mé dvojnasobné feseni, pravé kdyz jeji diskriminant
D= (-4)> —4(3m+1) = 0.

To nastane pravé tehdy, je-li m = 1.

b) Pro m = 1 dostdvdme rovnici 2% — 4z + 4 = 0 , kterd ma dvojndsobny kofen z = 2;
odtud ur¢ime hodnotu y = —2.

¢) Rovnice 2z +y —3m+1 = 0 je vyjadifenim mnoziny vzajemné rovnobéznych piimek,
neboli sméru, danym normalovym vektorem n = (2;1), resp. smérovym vektorem
s = (1;—2). Resit tuto tlohu znamend najit z této mnoziny rovnob&Znych pifmek
tu, kterd je teénou dané paraboly y = —(1 —2)? — 1. Teéna m4 rovnici 2z +y —2 = 0
s dotykovym bodem T[2; —2].

Zaver. K parabole, ktera je dana kvadratickou rovnici, mame najit te¢nu rovnobéznou
s danym smérem, ten je dan lineadrni rovnici. Hledand tecna méa rovnici 2xr +y —2 =0
a dotykovy bod s parabolou je T'[2; —2].

Zdroj: archiv autora
Obrazovy material:
Autor: doc. RNDr. Josef Zednik, CSc.; josef.zednik@centrum.cz
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Gradované ulohy

Tematicky okruh RVP G: Cislo a proménna
Klicové pojmy: ¢iselna posloupnost, délitelnost, dikazy v matematice

Uloha 1 (troveti 2)
Predpokladané znalosti: pojem posloupnosti, kritérium délitelnosti ¢tyimi,
princip dukazu primého

V posloupnosti (a,),-; je n-ty ¢len definovan predpisem a,, = 11...155...56. Dokazte

n n—1
primym dtkazem, ze kazdy clen této posloupnosti je délitelny ¢tyimi.

ReSeni
Prvnich nékolik ¢lentt posloupnosti je
a; = 16, as = 1156, az = 111556, ...

Kritérium délitelnosti ¢tyimi tika, ze musi byt posledni dvojcisli délitelné ¢tyrmi, coz je
u kazdého ¢lenu posloupnosti splnéno.

Zaver. Dokazali jsme dikazem primym, ze kazdy ¢len dané posloupnosti je délitelny
CtyTrmi.

Uloha 2 (trovei 2)
Predpokladané znalosti: pojem posloupnosti, kritérium délitelnosti ¢tyimi,
princip dukazu primého
V posloupnosti (ay),-; je n-ty ¢len definovan predpisem a,, = 11...155...56. Posloup-
n n—1

nost (bn)ff:l ma n-ty ¢len definovan predpisem b, = a,4+1 — a,. Vyjadrete b, ve stejném
varu jako a, a dokazte pfimym dikazem, ze kazdy clen posloupnosti (by,), -, je délitelny
Ctyrmi.

14



Reseni
Uréime si n-ty ¢len posloupnosti (b,) > ;. Je by = ag —a; =1 156 — 16 = 1 140. Pro
n > 2 udélame vypocet
1111...1555...56
— 11...1155...56

1100...0400...00

Je tedy b, = 1100...0400...00.
==

n—1 n

Zavér. Dokazali jsme dikazem piimym, Ze kazdy ¢len posloupnosti (b, ), ; je délitelny
¢tyrmi, nebof jeho posledni dvojcisli je délitelné ctyimi.

Pozndmka. Také bychom pri ditkazu mohli postupovat nasledujicim zptusobem. Jelikoz
je definovano b, = a,+1 — a, a vime z predchézejici tlohy, ze a,41 i a, jsou délitelné
¢tyfmi, vychézi nam z toho, ze i b, je délitelné ¢tyrmi.

Metodické poznamky

Oproti pfedchozi tloze je obtizné ucit ¢leny posloupnosti (by,) -, samotny
ditkaz o délitelnosti i princip dikazu primého je diky prvni tloze uz jednodussi.
Je nutné upozornit na to, ze je treba zvlast pocitat prvni ¢len nové posloupnosti,

i kdyz se pak prvni ¢len da vyjadrit stejné jako ty ostatni.

Uloha 3 (troveii 3)

Predpokladané znalosti: pojem posloupnosti, kritérium délitelnosti ¢tyimi,
princip diikazu matematickou indukei
V posloupnosti (ay,), - je n-ty ¢len definovan predpisem a,, = 11...155...56. Dokazte

n n—1
matematickou indukci, ze kazdy ¢len této posloupnosti je délitelny ¢tytmi.

ReSeni
Nejprve zjistime, ze prvni ¢len a; = 16 je délitelny ¢tyimi.
Predpokladejme, Ze pro libovolné ptirozené ¢islo n je ¢len a,, = 11...1 55.;5 6 délitelny
n n—
¢tyfmi, a dokdzeme, ze i nasledujici ¢len a,+1; = 11...155...56 je délitelny ctyrmi. Vyuzi-
n+1 n
jeme vysledku predchazejici tlohy, kde jsme méli uvedeno, ze b, = a,+1 — a,, a dokazali

jsme tam, ze vsechny ¢leny b, jsou délitelné ¢tyimi. Kdyz nyni vyjadiime a,+1 = b, + an,
a vyuzijeme toho, ze i b, i a, jsou délitelné ¢tyfmi, vychazi nam z toho, ze a,11 je také
délitelné ctyrmi.

Zavér. Dokazali jsme matematickou indukei, Ze kazdy ¢len posloupnosti (ay),—; je
délitelny ¢tyrmi.

15



Zdroj: archiv autora
Obrazovy material:
Autor: doc. RNDr. Jaroslav Zhouf, Ph.D.; jaroslav.zhouf@pedf.cuni.cz
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Gradované ulohy

Tematicky okruh RVP G: Cislo a proménna
Klicové pojmy: linearni rovnice, soustava rovnic

Uloha 1 (troveti 2)
Predpokladané znalosti: linedrni rovnice s parametrem

V oboru realnych ¢isel feste soustavu rovnic

10a + 7b + 2¢ = 186,
3a+2b+2c= TI.

Reseni

P1i Teseni soustavy dvou linearnich rovnic o tfech nezndmych v oboru realnych ¢isel
povazujeme jednu neznamou za parametr. Zvolme zde za parametr napt. nezndmou a, tj.
a=1.

Odecteme-li druhou rovnici od prvni, dostaneme 7a 4+ 5b = 115, odkud b = 23 — %a a

2c=T71—3a—2b=T1—3a—46 + Ya.

Zdvér. ReSenim soustavy je a = t, b = 23 — %t, c=%— %t, kde t je libovolné redlné

¢islo.

2

Uloha 2 (troveti 2-3)
Predpokladané znalosti: linearni rovnice s parametrem, diskuse vzhledem
k parametru

V oboru celych ¢isel Teste soustavu rovnic

10a + 7b + 2¢ = 186,
3a+2b+2c= T1.

Reseni
Vyuzijeme vysledek z tlohy 1 a upravime jeji feSeni tak, aby bylo z oboru celych ¢isel.
Nejprve upravime feseni ¢ = 22—5 — %Oa =12+ % — %Oa a zavedeme substituci k = % — %a.

Odtud je a =5 — 10k, b =23 — I(5 — 10k) = 16 + 14k.
17



Zdvér. Reseni rovnice maji tvar ¢ = 5 — 10k, b = 16 4+ 14k, ¢ = 12+ k, kde k je
libovolné celé cislo.

Je dana soustava rovnic
10a + 7b 4 2¢ = 186,

3a+2b+2c= T1.

Reste danou soustavu za podminky, Ze a, b, ¢ jsou celoéiselné délky stran trojihelniku.

Reseni

Slozky teseni a, b, ¢ vypoctené v tloze 2 musi zaroven spliovat trojuhelnikové nerov-
nostia+0b >c¢, b+c > a, c+a > b, coz znamend, ze celociselny parametr k z tlohy 2
musi splitovat po fadé nerovnosti k > =3, k > -2k < 2i3 Témto tfem nerovnostem

257
vyhovuje pouze k = 0.

Zaver. Existuje jedina trojice prirozenych ¢isel a = 5, b = 16, ¢ = 12 jako Teseni tlohy.

Zdroj:

Zhouf, J.: Pisemné maturitni zkousky do gymnazidlnich trid se zamérenim na matematiku.
Praha: PedF UK, 2010

Obrazovy material:

Autor: doc. RNDr. Jaroslav Zhouf, Ph.D.; jaroslav.zhouf@pedf.cuni.cz



Gradované ulohy

Tematicky okruh RVP G: Cislo a proménna
Klicové pojmy: soustava linearnich rovnic, parametry

Uloha 1 (troven 1)
Predpokladané znalosti: feseni soustavy linearnich rovnic, dosazovani

Reste soustavu
xr — 2y = ba,

20 +y =9,

kde a je redlny parametr. Po vypoctu a zapisu feseni dokazte, ze dvojice [2;1] je jednim
z Teseni soustavy a zjistéte prislusnou hodnotu parametru.

Reseni

Druhou rovnici nasobime dvéma a secteme s rovnici prvni; dostaneme postupné

r — 2y = da,
4o + 2y = 10,

pak 5x = 10 + ba a z toho x = 2 + a. Ze druhé rovnice je y = 5 — 2z; dosadime za x:
y=5—-22+a)=1-2a.

Vyslednym fesenim je dvojice [2 + a,1 — 2a], a € R.

Pro dvojici [2; 1], pokud je TeSenim, musi byt splnéno (2 +a = 2) A (1 —2a = 1).
Vidime, Ze obé tyto rovnosti jsou splnény pravé pro a = 0, takze dvojice [2; 1] je FeSenim
zadané soustavy.

Metodické poznamky

V této tvodni tloze je parametr pri samotném feseni nepodstatny, vyznam
mé aZ ve vysledku. Resitelé si totiz musi uvédomit, Ze soustava ma nekoneéné
mnoho Teseni v zavislosti na hodnoté a.

Uloha 2 (troven 1-2)
Predpokladané znalosti: feseni soustavy linearnich rovnic, dosazovani a ekvi-
valentni operace s rovnicemi, zlomky s pismeny

Reste soustavu

T — 2y =a,
2z + ay = 4,
kde a je realny parametr. Po zapisu Teseni ovérte vysledek pro a = 2 a to: primym

vypoctem po dosazeni a = 2 do zadané soustavy a dosazenim za a do obecného vysledku.

19



Reseni
Prvni rovnici nasobime dvéma a odecteme od druhé; dostaneme zakladni vztah pro

praci s parametrem
(a+4)y =4 — 2a.

Vidime, ze rovnici nelze délit vyrazem a + 4, proto rozlisime dva pripady.

a) Pro a = —4 mame 0 - y = 12, soustava nema reseni.

2—a
b) P —djey=2- :
) Proa+# —4jey o

Z prvni rovnice zadané soustavy je x = 2y + a, takze

2—a 8 — 4a + a® + 4a a’?+ 8
r=2-2- +a= = .
a+4 a+4 a+4
Vysledné teseni je
a’+8 4—2a
: cR\ {4}
| aervin
Pro a = 2 mé zadana soustava tvar
T —2y =2
2r + 2y = 4;

po seCteni téchto rovnic mame 3x = 6, takze x = 2, a po dosazeni této hodnoty do
1. rovnice dostévame y = 0. Reseni soustavy je [2;0].
Dosazeni hodnoty a = 2 do vyrazu pro x dava

a2—|—8_4+8 B
a+4 244

2,

a ve vyrazu pro y je v citateli 4 — 2a, takze dostavame 0.
Tim je potvrzeno, Ze pro a = 2 je fesenim dané soustavy dvojice [2;0].

Metodické poznamky
V této tloze se pri feseni vyskytuje ten nejjednodussi pripad prace s parame-
trem, kdy soucinitel je nula nebo je rtuzny od nuly.

Uloha 3 (troveri 2)
Predpokladané znalosti: Reseni soustav, prace s parametry, ekvivalentni ipra-
Vy rovnic

Reste soustavu
r—2y+2a=0,

ar — 6y + 18 = 0,

kde a je redlny parametr. Pak zjistéte, pro kterou hodnotu parametru ma soustava reseni

[6; 6].
20



Reseni

Z prvni rovnice vyjadiime x = 2y — 2a a dosadime je do druhé rovnice
a(2y — 2a) — 6y + 18 = 0;
rovnici délime dvéma a provedeme naznacené operace; dostaneme
ay —a® —3y+9=0,

odkud chceme vypocitat y; nejprve dostaneme y(a — 3) = a? — 9 a po rozkladu pravé
strany pak zakladni stav této rovnice

yla—3) = (a—3)(a+3).
Musime tedy rozlisovat dva ptipady, nebof pro a = 3 nelze tuto rovnici délit vyrazem
(a—3)

a) Necht a = 3; tuto hodnotu dosadime do zadané soustavy:

r—2y+6=0,
3r — 6y + 18 = 0.

Jestlize druhou rovnici délime tfemi, vidime, Ze je shodnd s rovnici prvni. Z této
rovnice vyjadiime x a dostaneme x = 2y — 6. Soustava mé tak nekonecné mnoho
feseni ve tvaru [2y — 6;y], y € R.

b) Pro a # 3 délime zdkladni rovnici vyrazem (a—3) a dostaneme y = a+3. Z 1. rovnice
zadané soustavy je x = 2y — 2a; dosadime sem za y

r=2(a+3)—2a a odsud r=2a+6-—2a=6.

Vysledné fesent je tak [6;a + 3], a € R\ {3}.

Ma-li mit soustava feseni [6; 6], pak pti porovnéani s predchozim vysledkem dostavame
rovnosti
6 = 6, 6=a+3,

odsud a = 3. Ale pozor, navazali jsme tu na pi¥ipad b), v némz se predpokladalo a # 3.
Proto se musime vratit k pripadu a), kde a = 3, a ovérit si, zda feseni [6;6] skutecné
muzeme ziskat. M4 tedy platit

Vidime, ze proy =6 jeix =2y — 6 = 6.
Zadand soustava ma tedy feseni [6; 6] pro hodnotu a = 3.

Metodické poznamky
Pti feseni se rozlisuji dva pripady, kdy soucinitel je nula nebo je riizny od nuly.
Ve druhé ¢asti tlohy se musi dat pozor na predpoklddané hodnoty parametru.
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Uloha 4 (troven 2-3)
Predpokladané znalosti: feseni soustav v nestandardnim tvaru, prace s para-
metry, ekvivalentni ipravy rovnic

Reste soustavu
ply +2)—2(3+2x) =0,
y—pr+5=0,

kde p je redlny parametr.

Reseni
Ze druhé rovnice vyjadiime y = pr — 5 a dosadime je do prvni rovnice, dostaneme
p(pr —5+2) — 2(3 + 2z) = 0; rozndsobime a upravujeme na zakladni tvar

p?x — 4z = 3p + 6,
z(p—2)(p+2) =3(p+2).
Uvéazime nyni zvlastni pripady.
1. Pro p = —2 nam zakladni tvar feseni nenapovi, dosadime je do zadané soustavy.
—2(y +2) —2(3+2x) =0,
y+2x+5=0.
Prvni rovnici jesté upravime: —2y — 4x — 10 = 0; vidime Ze to je nasobek rovnice
druhé. Soustavé pak vyhovuje kazda dvojice, kde k danému = je y = —2x — 5, tedy

kazd4 dvojice [x; —2x — 5], kde x € R.
2. Pro p # —2 muzeme zakladni rovnici délit vyrazem p + 2 a dostaneme

x(p—2) =3.

a) Pro p = 2 tedy zadand soustava nema Teseni.
b) Necht p # £2, pak

3 5 3 5 3p —op+ 10 5
p—2 Yy=n p -2 D—2 -2

3 2p—10
p—2" p-—2

},kdepeR\{—Q,Q}.

Resenim dané soustavy jsou dvojice [

Metodické poznamky
V pripadé 2a je vhodné, aby si Tesitelé dosadili p = 2 do zadané soustavy
a jejim Tesenim poznali, pro¢ plati uvedeny zaveér.
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Uloha 5 (troven 3)
Predpokladané znalosti: ReSeni soustav v nestandardnim tvaru, prace s pa-
rametry, ekvivalentni ipravy a feseni rovnic s pismeny, zlomky s pismeny

Reste soustavu

s(y+2)+2(1 —2x) =0,
y—sr+3=0,

kde s je realny parametr. Pak zjistéte, zda ma tato soustava reseni typu [t; 3t].

Reseni

Ze druhé rovnice vyjadiime y = sx — 3 a dosadime je do prvni rovnice
s(st —342)+2— 4z = 0;
roznasobime a upravujeme na zakladni tvar
(s —4)=5—-2=2(s—2)(s +2) =5 —2.
Uvazime zvlastni pripady.

1. Pro s = 2 nam zakladni tvar zadnou informaci neposkytuje, takze se vratime k zadané
soustave, kam dosadime s = 2

2(y+2)+2(1—2zx)=0,
y—2r+3=0,

prvni rovnici jesté upravime na tvar 2y — 4x + 6 = 0, odtud vidime, Ze to je nasobek
rovnice prvni. Soustavé pak vyhovuje kazda dvojice, kde k danému z je y = 2x — 3,
tedy kazda dvojice [z;2x — 3], kde = € R.

2. Pro s # 2 muzeme zakladni rovnici délit vyrazem s — 2 a dostaneme z(s + 2) = 1;

a) Pro s = —2 tedy zadand soustava nema reseni.
b) Necht s # +2, pak
1 1 5—35—0 s+3
T = , y=sr—3=5- —-3=—=-2" .
542 s+ 2 s+ 2 542

1 ' 25 +6
+27 s+2

Resenim zadané soustavy jsou dvojice [ } , kde s €e R\ {—2;2}.
s

Nyni budeme vysetiovat, zda méa zadana soustava Teseni typu [¢; 3t].

1. V ptipadé s = 2, kdy FeSeni je tvaru [z;2z — 3], polozime x = t, y = 2z — 3 = 3t.
Jelikoz x = t, plati ve druhém vztahu 2t — 3 = 3¢, tedy t = —3, a mame Teseni
[—3; —9] zddaného typu.

2. Pro s # +2 polozime




neboli

s+3 1
2. =3- .
s+2 s+ 2

Po vynasobeni této rovnice vyrazem s + 2 a roznasobeni na levé strané dostavame
—25 — 6 =3, tedy s = —4,5. Pak

1 1 2

“45+2 25 5

2 6
=3.(=2)=_2.
= (5) =3

Dostali jsme tak 2. feseni pozadovaného typu: [—%; —g].

Zdroj: archiv autora
Obrazovy material:

Autor: doc. RNDr. Stanislav Travnicek, CSc.; stanislav.travnicek@volny.cz
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Gradované ulohy

Tematicky okruh RVP G: Cislo a proménna
Klicové pojmy: rovnice s parametrem, kvadraticka rovnice, normovana kvadraticka rov-
nice, nerovnice, nerovnice v podilovém tvaru

Uloha 1 (troven 1-2)
Predpokladané znalosti: soustava linearnich rovnic s parametrem, linearni
rovnice s parametrem, linedrni nerovnice

Pro ktera realna ¢isla a ma soustava rovnic

ar —y = —3,
dx + 3y = 30,

kladné redlné reseni?
ResSeni

Pouzijeme aditivni metodu. Prvni rovnici vynasobime tremi a obé rovnice sec¢teme.
5 , «
Dostaneme tak (pro a # —3) po tprave

21
xr = :
3a—+5
Dosadime do prvni rovnice a ziskame
21 B
3a+5
a opet vyjadiime neznamou, nyni
~ 30a+15
YT Ba+5

Ze zadani vime, ze x > 0 a zaroven y > 0. Po dosazeni za x a y feSime soustavu dvou

nerovnic s neznamou a

21 30a + 15
> 0, —_—
3a+ 5 3a+5

Z prvni nerovnice je zfejmé, ze 3a + 5 > 0, proto hned dostéavame a > —g tedy a €
€ (—%; oo). Pro druhou nerovnici musi platit

((Ba+5>0)A(30a+15>0))V((Ba+5 < 0)A(30a+ 15 < 0)),

po upraveé dostaneme a € (—oo; —%) U (—l' oo). Prinikem téchto dvou dil¢ich feseni je

2
interval (—%; oo) 7
_ 1.

Zaver. Aby soustava méla kladné realné teseni, musi platit a € ( 5 oo).
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Pro ktera realna ¢isla m ma kvadraticka rovnice

(m—1)2*—-2(m+1)z+m—-2=0

dva kladné realné koreny?

ReSeni

Pro m = 1 dostaneme linearni rovnici —4x — 1 = 0, coz neni kvadraticka rovnice,
dale proto predpokladejme m # 0.

Aby existovaly dva realné koreny, musi byt diskriminant D kladny, pritom

D= (=2(m+1)*—4(m—1)(m—2) =20m— 4.

Regenim nerovnice 20m — 4 > 0 dostaneme m > %
Aby dva kofeny normované kvadratické rovnice 22 4 pz 4+ ¢ = 0 byly kladné, musi
platit ¢ > 0, —p > 0. Danou rovnici upravime na normovany tvar
5 2(m+1) m—2

m—1 m—1
Plati tedy m—j > () a soucasné % > 0. ReSeni téchto nerovnic dostaneme
m € (—oo;—1) U (2;00).

7 podminky m > % nakonec dostaneme m > 2.

Zdvér. Kvadratickd rovnice (m — 1) 22—2 (m + 1) z+m—2 = 0 ma dva kladné kofeny
pro hodnotu parametru m > 2.




Uloha 3 (droven 3)
Predpokladané znalosti: linearni rovnice s parametrem, linearni nerovnice,
nerovnice v podilovém tvaru, kvadraticka rovnice

Provedte tplnou diskusi Teseni rovnice

5 3

o2t —a 4—ax

vzhledem k parametru a. Zjistéte pro jaké hodnoty parametru a je x kladné, zaporné
a nula. Vysledky napiste do tabulky.

Reseni
Nutné podminky feSitelnosti jsou x # § a zdroven x # %‘
Rovnici upravime na x (6 + 5a) = 3a+20 a jestlize (6 + 5a) # 0, vyjadiime nezndmou

3a + 20
T = )
6 + 5a
_ 6 , . R 6 : _ 3a+20 , ; v v .
Pro a = —% nema rovnice feseni. Pro a # —z je v = % =, hutna podminka Tesitelnosti

dava x # § a zaroven x # %. Proto
3a+20  a 3a+20 4
6450 72 ° 6450 a
odkud v obou pfipadech |a| # 2v/2. Pro a = £2v/2 tedy nemé rovnice smysl.
Jestlize 3a + 20 = 0, tedy a = —%, pak x = 0. Abychom ur¢ili, pro které hodnoty a
je x kladné, polozime 36?52(? > 0 a vyTesime rovnici v podilovém tvaru. Vysledky zapiSeme
do tabulky.

Zaver. Dana rovnice ma reseni

~ 3a+20
"= 6+ 5a
za téchto podminek pro parametr a.
a € (—oo; —?) x>0
a= —% r=0
a € (—%;—2\/5) z <0
a=—2v2 Rovnice nemé reseni

ae(—Q\/_;—g) r <0
= Rovnice nema teseni
a¢c (—g; 2\/5) x>0
a =22 Rovnice nema reSeni
a € (2v/2;00) x>0
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Zdroj: archiv autora
Obrazovy material:
Autor: RNDr. Lenka Machkova; machkova@gjkt.cz
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Gradované ulohy

Tematicky okruh RVP G: Cislo a proménna
Klicové pojmy: soustava rovnic, metoda eliminacni, aditivni, substituéni, parametr

Uloha 1 (troveri 1)
Predpokladané znalosti: metoda aditivni, eliminacni, dosazovaci

Reste soustavu rovnic
Tr 4+ 12y =71,

21z — 4y = 93.

Reseni

Ulohu 1ze tesit mnoha znamymi metodami, jako je grafické Teseni, aditivni metodou,
elimina¢ni nebo dosazovaci. Zvolme naptiklad metodu eliminacni.

Vynéasobime druhou rovnici ¢islem 3 a obé rovnice secteme, odtud 70x = 350, tedy

x = 5. Dosazenim za x do libovolné ze zadanych rovnic dostavame y = 3. Vzhledem
k pouzitym ekvivalentnim tpravam neni nutné provadét zkousku.

Zdveér. Resenim je usporadana dvojice (z,y) = (5;3).

Uloha 2 (tiroveti 2)
Predpokladané znalosti: substituéni metoda

Firma vyrabi tfi modely sportovnich kalhot K7, K5, K3. Kazdy z modeli vyzaduje
préci tif dilen: stiih, siti a baleni. Odpovidajici ¢asova naro¢nost (v hodindch) na zhoto-
veni jednoho kusu kazdého modelu a maximalni tydenni kapacita jednotlivych dilen je
uvedena v tabulce.

K, K, Kj | kapacity dilen
stiih | 0.2 0.4 03 116
siti [ 0,3 0,5 0,4 156
baleni | 0,1 0,2 0,1 48

Kolik kusti kazdého modelu je nutno tydné vyrabét tak, aby byly plné vyuzity kapacity
vsech dilen?

Reseni
Oznacéme x pocet kusit modelu K7, y pocet kustt modelu K5 a z pocet kustt modelu
K3. Pak plati

0,27 + 0,4y + 0,3z = 116,
0,32 + 0,5y + 0,4z = 156,
0,1z + 0,2y + 0,1z = 48.
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Z posledni rovnice vyjadrime z = 480—2y—z a dosadime do zbyvajicich rovnic, dostaneme

0,1z = 20,
—0,1y 4+ 0,1z = 12.
Odtud bezprostiedné plyne, ze z = 20, y = 80 a z = 120.

Zdver. Pro maximalni vyuziti vSech dilen je nutné vyrobit 120 kust kalhot K7, 80 kust
kalhot K5 a 200 kusu kalhot Kj.

Uloha 3 (troveti 2-3)
Predpokladané znalosti: s¢itaci metoda, parametr

V oboru realnych ¢isel je dana soustava rovnic

r+y+z=23,
2v — 2y + 3z =5,
3r—y+4z =a.
Urcete, pro jaka redlna ¢isla a soustava rovnic:

a) nem4 FeSeni,
b) ma nekoneéné mnoho fesent,
¢) ma pravé jedno reseni.

Reseni

Sec¢teme-li prvni dvé rovnice, dostaneme 3x — y + 4z = 8. Porovnanim s tfeti rovnici
vidime, Ze pro a # 8 soustava nemd feSeni, pro a = 8 ma nekonecné mnoho teseni (ve
tvaru (4 — 5p,p,4p — 1), kde p € R). Pfipad ¢) nenastane pro zadné realné a.

Uloha k procviceni tirovne 3.
V oboru realnych ¢isel Teste soustavu rovnic v zavislosti na redlném parametru a

22 +ay = 3a + 1,
axr + 2y = 5.
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[Vysledek: Pro a = 2 soustava neméd FeSeni, pro a = —2 ma soustava nekoneéné mnoho

5 — 1 5-3
ax) a pro a # £2 ma soustava jediné reseni (2 > a) ]
—a 2—a

feSeni ve tvaru (:1:', 5

Zdroj:
Archiv autora,
Burjan, V., Hrdina, I.., Maxian, M. Prehlad matematiky, Bratislava: SPN, 1997.

Obrazovy material:
Autor: Mgr. Vaclav Vanék; vvanek1@seznam. cz

31



Gradované ulohy

Tematicky okruh RVP G: Cislo a proménné
Klicové pojmy: rovnice s absolutni hodnotou, rovnice s parametrem

Uloha 1 (droveti 1)
Predpokladané znalosti: linearni rovnice, absolutni hodnota

V intervalu (—2;2) feSte rovnici

3¢ — |3z 42| + 2|z — 2| =1,

Reseni
Pro kazdé x € (—2;2) plati x — 2 < 0, a proto |z — 2| = —x + 2. Interval (—2;2)

rozdélime nulovym bodem —% na dva intervaly. V danych intervalech pak nahradime

vyraz |3z + 2| vyrazem bez absolutni hodnoty.

1. Pro z € (—2; —2) dostdvame rovnici
3 —(=3r—2)+2(—r+2) =1

jfm feSenim j 5 2
Jejim feSenim je v = —3 € (=2;—3%).
2. Prox € (—%; 2) dostavame rovnici

3t — Bz +2)+2(—z+2)=1.

sy v s 1 2.
Jejim fesenim je v = 5 € (—3;2).

Zdvér. Resenim dané rovnice v intervalu (—2;2) je mnoZina {—2;1}.

Uloha 2 (troveti 2)
Predpokladané znalosti: feseni rovnic s absolutni hodnotou

V oboru realnych ¢isel reste rovnici

|[22] — 10| = 5.
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Reseni

A) Pro kazdé z € (—o0;0) plati |2z| = —2x. V intervalu (—oo;0) fesime rovnici | — 2z —
— 10| = 5. Interval (—o0; 0) rozdélime nulovym bodem —5 na dva intervaly. V danych
intervalech pak nahradime vyraz | — 2z — 10| vyrazem bez absolutni hodnoty.

1. Pro x € (—o0; —5) dostavame rovnici
—2x — 10 = 5.

Jejim Tesenim je x = —7.5 € (—o0; —5).
2. Pro x € (—5;0) dostdvame rovnici

2z + 10 =5.
Jejim TfeSenim je z = —2,5 € (—5;0).

B) Pro kazdé x € (0;00) plati |2z| = 2z. V intervalu (0; 00) fesime rovnici |2z — 10| = 5.
Interval (0; 00) rozdélime nulovym bodem 5 na dva intervaly. V danych intervalech
pak nahradime vyraz |2z — 10| vyrazem bez absolutni hodnoty.

1. Pro x € (0;5) dostavame rovnici
—2x +10 = 5.

Jejim Tesenim je x = 2,5 € (0;5).
2. Pro = € (5; 00) dostédvame rovnici

2 — 10 = 5.

Jejim Tesenim je x = 7,5 € (5; 00).

Zavér. Mnozina vSech feseni dané rovnice v oboru realnych cisel je

{—7,5;-2,5:2,5:7,5}.

Metodické poznamky
Reseni rovnice s vlozenou absolutni hodnotou umozni zékim sestrojit graf
funkce s vlozenou absolutni hodnotou.

Uloha 3 (troveii 3)
Predpokladané znalosti: feseni rovnic s vlozenou absolutni hodnotou, graf
linearni funkce

V oboru realnych ¢isel feste graficky rovnici ! |0,5z]— 10‘ = a, kde a je redlny parametr.

Reseni
Sestrojime graf funkce f:y = |]0,5w[ — 10|.
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A) Pro kazdé x € (—o0;0) plati |0,5z| = —0,52. V intervalu (—oo;0) sestrojime graf
funkce y = | — 0,52 — 10|. Interval (—o0;0) rozdélime nulovym bodem —20 na dva
intervaly. V danych intervalech pak nahradime vyraz | — 0,52 — 10| vyrazem bez
absolutni hodnoty.

1. Pro x € (—o0; —20) dostavame rovnici funkce
fi:y = —0,5z — 10.
2. Pro z € (—20;0) dostavdame rovnici funkce

fary = 0,5z + 10.

B) Pro kazdé x € (0;00) plati |0,5z| = 0,5z. V intervalu (0; co) sestrojime graf funkce y =
= |0,52—10|. Interval (0; 00) rozdélime nulovym bodem 20 na dva intervaly. V danych
intervalech pak nahradime vyraz |0,52 — 10| vyrazem bez absolutni hodnoty.

1. Pro x € (0;20) dostavame rovnici funkce
f3:y = —0,5z + 10.

2. Pro x € (20; 00) dostavame rovnici funkce

fary =052 — 10.

Obr. 1

Zaver. 7 grafu funkce f na obr. 1 vidime, Ze mnozina vsech feSeni dané rovnice zavisi
na parametru a nasledujicim zptisobem

Pro a € (—o0;0)  je Teseni z € (.

Pro a € {0} je feseni x € {—20;20}.

Pro a € (0; 10) je feseni x € {—20 — 2a; —20 + 2a; 20 — 2a; 20 + 2a}.
Pro a € {40} je Teseni x € {—40;0;40}.

Pro a € (10;00) je feseni x € {—20 — 2a;20 + 2a}.
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Zdroj: archiv autora

Obrazovy material: dilo autora upravil Pavel Calabek
Autor: Mgr. Zdenék Netopil; netopil@gjs.cz
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Gradované ulohy

Tematicky okruh RVP G: Cislo a proménna
Klicové pojmy: polorovina, nerovnice o dvou proménnych, thel, trojihelnik, optimali-
zace

Uloha 1 (troven 1)
Predpokladané znalosti: grafické znazornéni soustavy nerovnic o dvou pro-
ménnych

Znézornéte graficky thel, ktery je prinikem polorovin

r+ 2y >0,
2¢ —y < 0.

Reseni (s pouzitim Geogebry)
Hranice téchto polorovin oznac¢ime a, b a zobrazime je. O kterou polorovinu jde,
zjistime nejlépe tak, ze si z nerovnic vyjadiime y:

a)y > —%x, jde o polorovinu nad hranici a;
b) y > 2x, i zde jde o polorovinu nad hranici b.

Poloroviny vyznac¢ime Sipkami a tim je zobrazen i prislusny thel.
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Uloha 2 (troven 1-2)
Predpokladané znalosti: grafické znazornéni soustavy nerovnic o dvou pro-
ménnych, feSeni soustavy dvou rovnic

Znézornéte graficky thel, ktery je prinikem polorovin

20 — 3y +9 >0,
3r—2y+1<0.

a vypoctéte souradnice jeho vrcholu V.

Reseni (s pouzitim Geogebry)
Hranice téchto polorovin oznac¢ime a, b a zobrazime je. O kterou polorovinu jde,

zjistime v tomto pripadé nejlépe tak, ze do nerovnic dosadime pocatek soustavy souradnic,
bod [0;0].

a)2-0—3-049 >0, jde o stejnou polorovinu jako ta, v niz lezi pocatek,
b)b:3-0—2-0+1> 0, jde o opacnou polorovinu nez je ta, v niz lezi pocétek.

Poloroviny vyznacime Sipkami a tim je zobrazen i prislusny thel. Souradnice vrcholu
V' zjistime Tesenim soustavy rovnic

20 =3y +9 =0,

3r—2y+1=0.
Prvni rovnici ndsobme dvéma a druhou tremi:

dr — 6y + 18 = 0,

9r —6y+3=0

a od druhé rovnice odec¢téme prvni: bx — 15 = 0, tedy = = 3; po dosazeni do prvni rovnice
mame 2 -3 — 3y +9 =0, odkud y = 5.
Vrchol dhlu je V[3;5].
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Metodické poznamky

Stanoveni patticné poloroviny uzitim pocatku soustavy souradnic je mozné
samoziejmé jen v pripadé, ze hranice poloroviny neprochézi pocatkem, jako tomu
bylo v tloze 1.

Uloha 3 (troven 1-2)
Predpokladané znalosti: grafické zndzornéni soustavy tii nerovnic o dvou pro-
ménnych, feSeni soustavy dvou rovnic

Jsou dany tii poloroviny:
r+y+3=>0,
r+6y+8=>0,
3r—2y—6<0,
jejichz prinikem je mnozina M. Zobrazte ji a najdéte takovy jeji bod U, jehoz y-ova
souradnice je nejmensi.

Reseni (s pouzitim Geogebry)

Hranice téchto polorovin oznac¢ime a, b, ¢ a zobrazime je. O kterou polorovinu jde,
zjistime opét pomoci pocatku soustavy souradnic, bodu [0;0], protoze zadna z hranic
neprochazi pocatkem.

a) 0+ 0+ 3 > 0, prvni polorovina obsahuje pocétek,

b) 04 6-0+ 8 > 0, také druhd polorovina obsahuje pocatek,

c)3:-0—2-0—6 < 0, izde je nerovnost splnéna, takze i tieti polorovina obsahuje
pocatek.

Poloroviny vyznacime sipkami a tim je zobrazena i mnozina M.

2_

Z obrazku usoudime, ze hledany bod U je prusecikem piimek b, ¢; jeho souradnice
dostaneme Tesenim soustavy

x+ 6y +8 =0,
3v—2y—6=0.
Druhou rovnici nadsobime tfemi a secteme s prvni 10z + 8 — 18 = 0, takze x = 1; po
dosazeni napt. do 2. rovnice mame 3 — 2y — 6 = 0, tedy y = —% = —1,5.
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Hledany bod s nejmensi y-ovou soutadnici je U[1; —1,5].

Metodické poznamky
P1i hledani bodu U a jeho soutadnic je uplatnéna spoluprace nazoru (obrazku)
a vypoctu.

Uloha 4 (troven 2-3)
Predpokladané znalosti: grafické znazornéni reseni soustavy nerovnic o dvou
proménnych, numerické vypocty, nejvétsi prvek mnoziny nezapornych celych ¢isel

Pro nezaporna cela ¢isla z, y plati 2 +y <5, 2 + 2y <7, 2 <4, y < 3.

a) Najdéte a graficky znézornéte vsechna feSeni [z;y| této soustavy Ctyf nerovnic.
b) Zjistéte, pro které feseni [z;y| nabyva vyraz 3z + 4y své nejvétsi hodnoty m a vy-
poctéte m.

Reseni (s vyuzitim Geogebry)

a) Sestrojime hranice polorovin, tedy primky a, b, ¢, d: x+y =5, 24+2y =7, x =4,y = 3
a uzitim prislusnych nerovnic rozhodneme, které poloroviny jsou zadany. U primek
a, b pouzijeme pocatek soustavy souradnic jako v tloze 2, poloroviny x < 4, y < 3
jsou zrejmé. Navic, jelikoz feSeni maji byt nezaporna cisla, pridame x > 0 a y > 0.
Pro nazornost ziskanou oblast oramujeme. Uzitim primek z = ¢, y = d, kde ¢ €
€1,2,3,de 1,2 zobrazime body s celymi souradnicemi. U bodi ,,u hranice* oblasti
se presvédcéime, ze lezi na hranici (tj. na prislusnych dvou primkach) a patii tedy do
dané oblasti; jsou to body [1;3], [3;2] a [4; 1], zde je toto ovéTeni natolik jednoduché,
ze se provede zpaméti.

Hledanych reseni je 16.

b) Uvazujeme nyni vyraz 3z + 4y. Zvolime-li néjaké konkrétni m, pak tuto hodnotu ma
vyraz 3x + 4y na celé primce 3z 4+ 4y = m; znazornime nékterou z nich, na obrazku
je zvoleno m = 20 a na této primce (je vyznacena ¢arkované) zadné z téch Sestnacti
reSeni nelezi. Ménime-li hodnotu m, pak dostavame soustavu navzajem rovnobéznych
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piimek (v Geogebte lze tuto primku dynamicky ménit — rovnobézné posunovat).
Samoziejmeé, ¢im je m vétsi, tim je primka dale od pocatku a naopak. Pfimku pro
m = 20 priblizujeme k pocatku, dokud na ni néjaké reseni nepadne. V nasem piipadé
takovym FeSenim je bod M[3;2] a plati m =3z +4y=3-3+4-2=17.

Metodické poznamky
Tato tloha souvisi s tzv. linearni optimalizaci.

Uloha 5 (tiroveti 3)

Predpokladané znalosti: grafické znazornéni reseni soustavy nerovnic o dvou
proménnych, numerické vypocty, nejvétsi prvek mnoziny nezapornych celych cisel,
soustava rovnic s parametrem

V dilné se montuji pristroje P, P, dvou druht. Pristroji P; lze za tyden zhotovit

nejvyse 6, pristroje P5 nejvyse 4. Vsech pristroji dohromady lze za tyden vyrobit nejvyse
7. Zapiste a znazornéte vSechny mozné vyrobni programy a rozhodnéte, pri kterém z nich
se dosahne nejvyssiho zisku, a to ve dvou pripadech:

a) Jeden pristroj P, prinasi zisk 150 000 K¢, pristroj P, 160 000 K¢.
b) Zisk za P se zvysil na 200 000 K¢, za P, na 180 000 Kc.

V obou ptipadech vzdy zapiste rovnici, jak zisk zavisi na vyrobnim programu a vy-

poctéte, o¢ se zvétsil tydenni zisk.

Reseni (s vyuzitim Geogebry)

Vyrobni program zapiseme jako [z;y], kde x je pocet pristroju P, a y pocet pristro-

it Py

a) Celkovy zisk za vyrobené pristroje je z = 150 000z + 160 000y. Nyni si graficky

znazornime vsechny mozné vyrobni programy; plati

x <6, y <4, r+y <7 a samozrejme x>0, y > 0.




Je celkem 29 moznych vyrobnich program.

Uvazujme nyni vztah pro zisk: z = 150000z + 160 000y. Povazujme promén-
nou z za parametr, pak obrazem této rovnice je primka 150000z + 160000y = z,
ktera je rovnobézna s primkou 1,5z + 1,6y = z, kde obnosy pocitdme s jednotkou
100000 K¢; na obrazku je zvoleno z = 12, viz ¢arkovana c¢ara. Na kazdé rovnobézce
je zisk konstantni a je tim mensi, ¢im je primka blize poc¢atku soustavy souradnic.
Nejvzdélenéjsi poloha je ziejmé ta, kdyz pfimka prochdzi bodem M|3;4]; v tomto
pripadé je z = 3 - 150000 + 4 - 160 000 = 1 090 000.

Optimélni vyrobni program je: Vyrobit 3 pristroje V; a 4 pristroje Vs; zisk je pak
1 090 000 Ke.

b) Celkovy zisk za vyrobené pristroje je nyni z = 200000x + 180 000y. Podobné jako
v predchozim pfipadé sestrojime primku odpovidajici novému vypoctu zisku, opét
poc¢itame s jednotkou 100000 K¢, takze pijde o primku 2x + 1,8y = z, za 2z zvolime
15 (vyznacena carkovane).
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Rovnobézka s touto primkou nejvzdalenéjsi od pocatku zrejmé prochazi bodem
M]6;1]; v tomto piipadé je z = 6 - 200000 + 1 - 180 000 = 1380 000.

Optimélni vyrobni program je: Vyrobit 6 ptistroji Vi a 1 pristroj Va; trzba je pak
1 380 000 Kée.

Zisk se zvysil o 1380000 — 1090 000 = 290 000 K¢.

Metodické poznamky
Je mozno pripomenout, ze kdyby zisk za oba pristroje byl stejny, dal by tento
vypocet 4 rovnocenné vyrobni programy.

Zdroj: archiv autora
Obrazovy material: dilo autora
Autor: doc. RNDr. Stanislav Travnic¢ek, CSc.; stanislav.travnicek@volny.cz

41



Gradované ulohy

Tematicky okruh RVP G: Cislo a proménné
Klicové pojmy: analytickd geometrie, koreny kvadratické rovnice, kvadraticka rovnice
S parametrem

V oboru redlnych ¢&sel feste rovnici 22 — 7z 4+ 6 = 0.

Reseni

Koteny této rovnice najdeme pomoci vzorce pro vypocet korenti kvadratické rovnice,
pomoci Vietovych vztahii ¢i rozkladu kvadratického trojclenu na soucin. Tyto kofeny jsou
¢isla 1 a 6.

Zaver. Dand kvadratickd rovnice ma dva realné koreny, kterymi jsou ¢isla 1 a 6.

Najdéte hodnotu parametru a € R tak, aby rovnice 22 — Tax + 4 = 0 méla pravé
jeden dvojnasobny koren.

Reseni
Aby meéla rovnice jeden dvojnasobny koren, musi byt diskriminant ve vzorci pro ko-

reny kvadratické rovnice nulovy. Hledany parametr a je tedy fesenim nasledujici rovnice.
D = (—7a)? — 16 = 0. Tato fedenf jsou dvé a = 2 a a = —32.

Zaver. Hledané hodnoty parametru a jsou % a —%.




Uloha 3 (troveti 2-3)
Predpokladané znalosti: vzorec pro vypocet korenu kvadratické rovnice, vztah
poctu a kvality kotenti k diskriminantu, rovnice s parametrem

Najdéte hodnotu parametru a € R tak, aby rovnice 22 — (7 +a)z + 8 = 0 méla prave
jeden dvojnasobny koren.

ResSeni
Ze stejnych ditvodi jako v predchozi tloze feSeni ziskdme z rovnice D = (7 + a)? —
—32=a’+ lda+17=0. Jsou to &fsla —7+4v2 a =7 — 4V/2.

Zdveér. Hodnoty parametru a jsou ¢isla —7 4+ 4v/2 a —7 — 4y/2.

Uloha 4 (troveii 3)
Predpokladané znalosti: vzorec pro vypocet korent kvadratické rovnice, vztah
poctu a kvality korenu k diskriminantu, rovnice s parametrem

Uréete hodnotu parametru a € R tak, aby rovnice 22 — 7axz + 4 = 0 méla dva rtizné
realné koreny:.

Reseni

Kvadraticka rovnice ma dva rizné realné koreny, jestlize diskriminant je kladny. Re-
Senf této tlohy tudiZ vede na feSenf kvadratické nerovnice D = (—7a)? — 16 > 0. Vyraz
na levé strané nerovnosti rozlozime dle vzorce pro rozdil ¢tvercii na soucin linearnich
vyrazi (7a —4) a (7Ta + 4), které musi byt bud oba kladné nebo oba zaporné. Mnozina

vyhovujicich hodnot parametru a je tedy (—oo; —2) U (%;00).

P vr , . .. 4 .
Zaver. Ptipustné hodnoty parametru a jsou prvky mnoziny (—oo; —=) U (=;00).

Zdroj: archiv autora
Obrazovy material:
Autor: Mgr. Pavla Hofmanova; pavla.hofmanova@ujep.cz
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Gradované ulohy

Tematicky okruh RVP G: Cislo a proménnd
Klicové pojmy: kvadraticka rovnice, diskriminant, kofenovy ¢initel

Najdéte realné cislo p takové, aby pro realné koteny x1, xo kvadratické rovnice
2?4+ pr+81=0
platilo, ze jeden z kofent je tfeti mocninou druhého. Urcete oba koreny.
Reseni
7 Vietovych vztahi pro normovanou kvadratickou rovnici plyne:

T1 4 T2 = —p, (1)
I T = 81. (2)

Bez jmy na obecnosti miizeme piedpokladat, Ze x; = z3. Po dosazen{ za z; do druhé
rovnice dostdvdme 81 = w3, 7z ¢ehoz 9 = 3, 1 = 27. Dosazenim do ziskdme p = —30.

Jestlize rovnice 2 + pxr + ¢ = 0 mé dva rizné realné kofeny x;, xo, pak rovnice
22 — px + pq = 0 m4 kofeny x1 + 1, 29 + 1. Urcete éisla p, q.

ReSeni
Ozna¢me rovnice
2?4 pr+q=0, (3)
2% — pr + pg = 0. (4)
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Z Vietovych vztaht vyplyva pro rovnici (3):

1+ 22 = —p,
T -T2 =4,
a pro rovnici (4)
(1 +1) + (z2 + 1) = p,
(x141)- (22 +1) = pq.

Upravime-li posledni dvé rovnice, dostaneme

x1 + 22 + 2 =p, (5)
Ty -T2+ 21+ 22 + 1 =pg. (6)
Dosadime-li do rovnic (5) a (6) za x1 + x2 ¢islo —p a do rovnice (6) za x; - x2 Cislo ¢,
dostaneme:
—p+2=-p = p=1
—-p+q+1l=pg = P =q, q je libovolné realné cislo.
Zadani vyzaduje, aby byly kofeny rtizné. To je splnéno, pokud jsou diskriminanty kladna

redlnd &sla. Diskriminant rovnice (3) je Dy = p? —4q > 0, rovnice (4) Dy = p* —4pq > 0.
Prop=1je Dy =Dy =1—4q> 0, takZe ¢ < 1.

Zdvér. ReSenim je proto kazd4 usporddana dvojice [p,q] = [1;¢] , kde ¢ < 1.

Metodické poznamky
Vietovy vztahy jsou urceny i pro feseni rovnic vyssich stupnt. Je vhodné se
o tom zakum zminit, popr. ukazat vztahy pro kubickou rovnici.

Uloha 3 (troven 3)
Predpokladané znalosti: kvadraticka rovnice, reseni tiplné kvadratické rovnice
pomoci diskriminantu

V oboru redlnych ¢isel feste rovnici 62* — 523 — 3822 — 52 + 6 = 0.

ResSeni

Protoze x = 0 neni kofenem rovnice, miizeme rovnici délit 2%, dostaneme

5 6
62 —5x —38 — =+ — =0,
r
po vytknuti
1 1
6(x2+—2)—5(x2+—)—3820. (7)
x x
Zavedme substituci 1
y=x+ —. (8)
x



Umocnénim a tpravou dostaneme
1
:L‘2 + ) = y2 — 2.
x

Dosazenfm poslednich dvou vztahu do (7) vyjde kvadraticka rovnice 6y — 5y — 50 = 0.
Jejimi kofeny jsou ¢isla yp = &, yo = —%. Dosadime-li je do (8), vyjdou ¢étyii kofeny:

Zdroj:

Archiv autora,

Burjan, V., Hrdina, I.., Maxian, M. Prehlad matematiky, Bratislava, SPN, 1997.
Obrazovy material:

Autor: Mgr. Vaclav Vanék; vvanek1@seznam. cz
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Gradované ulohy

Tematicky okruh RVP G: Cislo a proménné
Klicové pojmy: rovnice a nerovnice, Vietovy vztahy, soustavy kvadratickych rovnic
S parametrem

Uloha 1 (troveti 1-2)
Predpokladané znalosti: Vietovy vztahy, Tfeseni kvadratickych rovnic

Urcete hodnotu realného parametru p tak, aby obé rovnice

22 —4r+3=0,
22 =16z +p=0

mely spolecny koren.

Reseni
Koteny prvni rovnice jsou 1 a 3. Je-li spoleénym kofenem z; = 1, pak z Vietovych

vztaht
b c
T+ T2 =——, T1T2 = —
a a

ve druhé rovnici dostaneme x9 = 16 — 1 = 15. Pro odpovidajici p plati p =1-15 = 15.
Je-1i spoleénym kotenem ¢islo 1 = 3, pak pro druhy kofen zs druhé rovnice plati
To =16 — 3 = 13 a prislusné p = 3 - 13 = 39.

Zdver. Obé rovnice maji spolecny koren pro hodnoty parametru p = 15 nebo p = 39,
atola3.

Uloha 2 (tiroveii 2)
Predpokladané znalosti: feseni kvadratickych rovnic, Vietovy vztahy

Urcete hodnotu redlného parametru p tak, aby obé rovnice

22 —dx+p=0,
22 =16z +5p=0

meély spolecny koten.
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Reseni
Oznacme spolecny koren obou rovnice xy. Prvni rovnice ma tedy kofeny z1 a o,
druha pak x1 a x3. Z Vietovych vztahti dostavame pro dané rovnice

r1+ 19 =4, r1 + x3 = 16,
odkud snadno (rozdilem obou vztahi) uré¢ime
T3 — r9 = 12.
Ze zbylych Vietovych vztahtt dostavame pro dané rovnice
T1T2 = P, 123 = Op,
odkud snadno (rozdilem obou vztahti) urc¢ime
x1(x3 — x9) = 4p.
Po dosazeni x3 — z9 = 12 je tedy 1221 = 4p, tj.
xlzg, To =3, r3 = 15.

3
Plati tudiz

odkud p = 3.

Zdver. Obé rovnice maji spolecny koten x; = 1 pro hodnotu parametru p = 3.

Uloha 3 (tiroveri 3)
Predpokladané znalosti: Teseni soustav linearnich rovnic s parametrem, Vie-
tovy vztahy

Urcete hodnotu redlného parametru p tak, aby obé rovnice
> +pr+1=0,
2 +r4+p=0
mély spolecny koten.
ReSeni

Oznacme spolecny koren obou rovnice xp. Prvni rovnice ma tedy koreny z1 a o,
druha pak x1 a x3. Z Vietovych vztahti dostavame pro dané rovnice

T172 = 1, T103 = P,
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odkud snadno (podilem obou vztaht, protoze z1 # 0) uréime
T3 = prso.
Ze zbylych Vietovych vztaht dostavame (po dosazeni za x3) rovnice
1+ T2 = —p, x1 + pro = -1
Rozdilem obou vztaht ziskdme
r(p—1)=p-1

Pro hodnotu p = 1 dostaneme kvadratickou rovnici 22 4+ + 1 = 0, kterd nemd v oboru
redlnych cisel feseni. Pro p # 1 je potom

.T2=]., .’L’1=1.

Plati proto
p=—(1+1)=-2.

Prvni rovnice ma potom jediny dvojndsobny kofen zj2 = 1, druhd rovnice méa kofeny
1 =1ax3=-—2.

Zdver. Obé rovnice maji spolecny koten x; = 1 pro hodnotu parametru p = —2.

Zdroj: archiv autora
Obrazovy material:
Autor: Mgr. Radek Horensky, Ph.D.; horensky@gymst.cz
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Gradované ulohy

Tematicky okruh RVP G: Cislo a proménna
Klicové pojmy: kvadratické rovnice, Vietovy vzorce

Uloha 1 (troveti 1)
Predpokladané znalosti: kvadratické rovnice, Vietovy vzorce
V rovnici 2% 4 px — 15 = 0, kde p € R, urcete p tak, aby jednim kofenem bylo ¢islo
x1 = —5. Ovérte spravnost vypoctu.

Reseni
Ulohu Fesime uzitim vztahtt mezi kofeny a koeficienty kvadratické rovnice tzv. Viéto-
vijch vzorei:
Pro kofeny z;, x5 kvadratické rovnice 22 + px + ¢ = 0, kde p, ¢ € R, plati
Ty + T2 = —p, 1172 = (.
7 Vietovych vzorct a ze zadani plyne

—5+Z’2 = —p,
—5'.732 = —15.

Z druhé rovnice vyjadiime x5 = 3 a dosadime do prvni, ¢imz obdrzime p = 2.
Ovéreni spravnosti vysledku provedeme dosazenim linearniho ¢lenu p = 2 do zadéni,
¢imz ziskdme rovnici
x® + 2z — 15 =0,
ktera ma koreny
T = —5, Ty = 3,

¢imz je podminka x; = —5 splnéna.

Zaveér. Dané podmince vyhovuje p = 2.

Metodické poznamky
Cislo p miizeme uréit také jinym zptisobem, napi. dosazenim kofene z; = —5
do ptivodni rovnice. Dostaneme 25 — 5p — 15 = 0, odkud p = 2.

Uloha 2 (troveii 2)
Predpokladané znalosti: kvadratické rovnice, Vietovy vzorce

Urcete vsechny hodnoty absolutniho ¢lenu ¢ € R tak, aby jeden koren kvadratické
rovnice 22 — 172 +c¢ =0 byl o 1 vétsi nez druhy. Ovéite spravnost vypoctu.
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Reseni
Z rovnice, kterd je jiz zadand v normovaném tvaru plyne, ze p = 17, ¢ = ¢, a z pod-
minky tlohy pro jeji koteny plati xo = z1 + 1. Uzitim Vietovych vzorci obdrzime
r1 - (r1+1) = (1)
r1+a1+1=17. (2)

Z rovnice (2) vypocitame kofen z1 = 8 a dosadime ho do rovnice (1), ¢imz dostavame

Ovéreni spravnosti vysledku provedeme dosazenim absolutniho ¢lenu ¢ = 72 do za-
dani, ¢cimz ziskame rovnici
22— 1724+ 72 =0,
kterda ma koreny
r1 =28, 19 =9,

¢imz je podminka z9 = z1 4+ 1 splnéna.

Zaver. Dané podmince vyhovuje ¢ = 72.

Metodické poznamky
Resen{ tlohy je vhodné doplnit jednoduchym odvozenim vztahti mezi kofeny
a koeficienty kvadratické rovnice v normovaném tvaru.

Uloha 3 (troveii 3)
Predpokladané znalosti: kvadratické rovnice, Vietovy vzorce
Pro ktera realna ¢isla m bude mit rovnice 622 —9mxz —2m-+8 = 0 jeden koten dvakrat
vétsi nez druhy? Ovérte spravnost vypoctu.

Reseni

Pro kofeny rovnice 622 — 9ma — 2m + 8 = 0 podle Vietovych vzorct plati

9Im . 3m
T1+ Tg = — tJ. T1+To = — (3)

6 2

a zaroven
8 —2m . 4 —m (4)
Ty - Tog = . XXy = ———.
122 6 J 122 3
Ze zadani plyne

T = 21‘2. (5)

3
Po dosazeni (5) do (3) dostaneme 2z + x9 = ij odtud
m
2

To9 =
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Po dosazeni (5) do (4) obdrzime

a vyuzitim vztahu (6) dostaneme

m\2 4—m
e (3 =45
2

odkud po upravé ziskame kvadratickou rovnici
3m? +2m — 8 =0,

pro jejiz koreny plati

_ —2£10
mi2 = 6
odkud my = —2,my = %.
Dosazenim kofene m; = —2 do zadani dostaneme rovnici 2% 4+ 3z + 2 = 0, kterda ma
koteny x1 = —2,29 = —1. Plati x1 = 2x5.

Dosazenim korene mqy = % do zadani dostaneme rovnici 922 — 18z + 8 = 0, kterd ma

koreny 1 = %,xz = % Opét plati z1 = 2z5.

Zaver. Dané podmince vyhovuje m; = —2,mo = %.

Zdroj: archiv autora
Obrazovy material:
Autor: Mgr. Sedlacek Lubomir, Ph.D.; 1sedlacekf@fai.utb.cz
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Gradované ulohy

Tematicky okruh RVP G: Cislo a proménné
Kli¢ové pojmy: rovnice a nerovnice — kvadratickd rovnice (diskriminant, vztahy mezi
kofeny a koeficienty, tzv. Vietovy vzorce), upravy lomenych vyrazi

Necht z; a 5 jsou kofeny kvadratické rovnice az? + bz +c =0, kde a # 0 a ¢ # 0.

1
Pomoci koeficienti a, b, ¢ vyjadrete hodnotu vyrazu — + —.
T )

Reseni

Podle Vietovych vzorci je

(xl + X0 = —g) A (x1x2 = 2) .

Vzhledem k tomu, ze dana rovnice nema koten roven 0, pro vyraz % + é, tj. pro soucet
prevracenych hodnot korent, plati

1+1 Ty + X1

ry T2 T1x2
Po dosazeni a tpravach je
11 =t
— 4+ — = 2 = -
it i) a C

Zdvér. Pro kofeny x, o kvadratické rovnice az? + bx + ¢ = 0, kde a # 0 plati
1 1 b

T T9 &




Jsou-li 1, w5 kofeny kvadratické rovnice az? + bx + ¢ = 0, kde a # 0, vyjadiete
pomoci koeficientti a, b, ¢ viraz 23 + 3.

ResSeni

Podle Vietovych vzorci je

(ZL'l + X9 = —g) AN (xlxg = g) .

Pro vyraz 23 + 23, tj. pro soucet druhych mocnin kofent, plati
22422 = (2% + w120 + 22) — 20120 = (21 + 22)% — 23125

Po dosazeni a tpravach je
2
a a

Zdvér. Pro kofeny x7, o kvadratické rovnice az? + bx + ¢ = 0, kde a # 0 plati
b — 2ac

2 2
Ty 4+ =
1 1 a2

Jsou-li 1, x5 kofeny kvadratické rovnice az? + bx + ¢ = 0, kde a # 0, vyjadiete
pomoci koeficienttt a, b, ¢ vyraz z$ + 3.
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Reseni

Podle Vietovych vzorci plati

(:vl + X9 = —2) AN (wlxg = g) .

Pro vyraz z} + z3, tj. pro soucet tietich mocnin kofentl, mame
3, .3 3 2 2 .3 2 2 3
xy 4+ x5 = (2] + 3xixe + 3r175 + 5) — 3w]re — w125 = (1 + 22)° — 3T122(T1 + X2).

Po dosazeni a upravach je

b\ 3 c b ¥ 3bc  —b3 + 3abe
3 3 _ _ _
Tty = (7) _3'5'(_5> R T

Zdvér. Pro kofeny x7, xo kvadratické rovnice az? + bx + ¢ = 0, kde a # 0 plati
—b% + 3abe
a? '

x?—f—x:{’:

Zdroj:

JANECEK, F.:Vijrazy, rovnice, nerovnice a jejich soustavy — sbirka 1iloh z matematiky
pro stredni skoly. Praha, Prometheus 2004

Obrazovy material:

Autor: RNDr. Eva Pomykalova; eva.pomykalova@email.cz

95



Gradované ulohy

Tematicky okruh RVP G: Cislo a proménné
Klicové pojmy: linearni, kvadratické a iracionalni rovnice

Reste v oboru realnych ¢sel rovnici 2z — 7 = 3 — .

ResSeni

Defini¢ni obor rovnice je interval <%, oo), ale pro tato x nabyva prava strana rovnice
zapornych hodnot, proto feseni v oboru realnych ¢isel neexistuje.

Reste v oboru redlnych &sel rovnici vz — 1 — /22 — 9 = 1.

ResSeni

Po umocnéni odbrzime rovnici
—2vVr—1=2-29,
nasledné umocnéni prevede problém na teseni kvadratické rovnice
2 _
x° — 222 4+ 85 =0,

jejiz koreny jsou 17 a 5. Vzhledem k dusledkovym tdpravam, je tfeba provést zkousku.
Vyhovuje pouze koten 5.

Reste v oboru realnych ¢sel rovnici /z + 1+ 5 = .
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Reseni
Zvolme substituci y = /= + 1, potom x+1 = 33. Po dosazeni prejde ptivodni rovnice
na tvar

Y’ —y—6=0,
(y—2)(y* +2y +3) =0,

kterda méa jeden realny koren y = 2. ReSenim puvodni rovnice je z = 7.

Metodické poznamky
Je vhodné zminit Cardanovy vzorce, i kdyz pro reseni nejsou nezbytné nutné.

Dalsi ulohy
1. Reste rovnice v oboru realnych ¢isel rovnice

a) vr—1++2x+5=3+4++/3zx—5.

[P = {2;101}]
b) Ve —4+6= vz —4
[P = {85}]
2. Reste v oboru redlnych &sel rovnici v — 1 — 2z — 9 = 1.
[5]

3. Najdéte vSechna prirozend ¢isla délitelnd 4, jejichz soucet ¢islic je 7 a soucin ¢islic 6.

[16, 1132, 1312, 3112]

4. Obvod pravothlého trojihelnika je 48 cm, prepona je o 4 cm delsi nez jedna odvésna.
Vypoctéte obsah trojuhelnika.

[P =96 cm?]

Zdroj:

Archiv autora,

Burjan, V., Hrdina, L., Maxian, M. Prehlad matematiky, Bratislava: SPN, 1997.
Obrazovy material:

Autor: Mgr. Vladimir Vanék, Ph.D.; vladimir.vanek@upol.cz
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Gradované ulohy

Tematicky okruh RVP G: Cislo a proménna
Klicové pojmy: rovnice a nerovnice, iracionalni rovnice a nerovnice, druhéd odmocnina

Uloha 1 (tdroven 1)
Predpokladané znalosti: feseni kvadratické rovnice, umocnéni dvojclenu

V oboru realnych c¢isel reste rovnici

r =45+ 11— 1.

ResSeni

Upravime rovnici tak, aby na jeji pravé strané zustala druha odmocnina osamocena

r+1=+vb5x+11.

Obé strany rovnice umocnime, coz znamena, ze zkouska bude nutnou soucéasti reseni
2% 4+ 2r + 1 =5z + 11.

Po tipravé ziskdme kvadratickou rovnici 22 — 3z — 10 = 0, jejimiz kofeny jsou 1 = —2 a
Ty = 5.
Provedeme zkousku dosazenim do dané rovnice
e [(—2) = —2, prava strana rovnice je P(—2) = /—10+11 — 1 =0, a tedy L # P.
(P(—2) nebylo ani tfeba poéitat, protoze P(—2) > —1.)
e [(5)=5,P(B)=+v20+11—-1=5 Jetedy L(5) = P(5) a proto 5 je fesenim dané

rovnice.

Zdvér. Rovnice © = +/bx + 11 —1 mé v oboru redlnych ¢isel mnozinu feseni K = {5}.

Uloha 2 (troven 2)
Predpokladané znalosti: feseni kvadratické rovnice, umocnéni dvojclenu

V oboru realnych ¢isel reste rovnici

V2r+3+Vr+1=1.
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ReSeni

V rovnici se vyskytuje vice nez jedna odmocnina, proto stoji za to se presveédcit, zda
se jejich defini¢ni obory navzajem nevylucuji — potom by rovnice neméla reseni. Musi byt
20 +3 > 0 azadroven x +1 > 0, tj. x > —1,5 a zaroven x > —1. Rovnice ma smysl pro
x> —1.

Prevedenim jedné odmocniny na pravou stranu dostaneme po umocnéni

2e+3=1+(z+1) -2V +1
tj.
r+1=-2vxr+1
Po dalsim umocnéni dostaneme

2?4224+ 1=4(x+1)

tj. kvadratickou rovnici 2 — 22 — 3 = 0, jejimiz redlnymi kofeny jsou z; = —1, 29 = 3.
Vzhledem k neekvivalentnosti provedenych tprav je tieba provést zkousku. Plati

o L(-1)=vV1+V0=1, P(-1) =1, a tedy L(—1) = P(—1)
e L(3)=vV9+V4=5, P(3) =1, atedy L(3) # P(3)

Jedinym fesenim dané rovnice je —1.

Zdvér. Rovnice v/2x +3 + oz +1 = 1 ma v oboru redlnych ¢isel mnozinu Feseni
K ={-1}.

Uloha 3 (troven 3)
Predpokladané znalosti: feseni kvadratické rovnice, umocnéni dvojclenu

V oboru realnych ¢isel feste nerovnici

V2r+3+vVr+1>1.

Reseni

Nerovnici 1ze tesit pomoci nulovych bodi prislusné rovnice se zietelem k defini¢nim
obortim v nerovnici se vyskytujicich odmocnin. I o téchto definiénich oborech (podmin-
kéch fesitelnosti) lze rozhodnout pomoci nulovych bodu vyrazi pod odmocninami.

Nulové body vyraziu pod odmocninami:

e 2x+3=0, tedy 1 = —%.
e r+1=0, tedy z; = —1.
Nulovy bod rovnice prislusné dané nerovnici:
e 1. = —1, kdyz jsme vyuzili vysledku tlohy 2.
Tyto ti body rozdéli interval redlnych ¢isel na tii intervaly (—oo;—32), (=3;—1) a
(—1, +00), které mohou byt fesenim dané nerovnice. Cislo —1 nemtize byt soucasti feseni,
nebot dana nerovnice obsahuje ostrou nerovnost.
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O tom, ktery interval je fesenim nerovnice rozhodneme zkouskou, kdy do levé, resp.
pravé strany dané nerovnice dosadime libovolny bod z tohoto intervalu.

e Pro interval (—oo; —2). Zvolme napf. = —100. Potom [(—100) = /=200 + 3 +
++/—100 + 1 a tento vyraz nemd smysl (obé odmocniny v oboru redlnych ¢isel ne-
existuji).

e Pro interval (—3;—1). Zvolme napt. x = —1,1. Potom I(—1,1) = /0.8 + /=01 a
tento vyraz nemd smysl (druhd odmocnina v oboru redlnych ¢isel neexistuje).

e Pro interval (—1,+00). Zvolme napi. x = 0. Potom 1(0) = 3+ V1 =1++3 a
p(0) = 1. Plati tedy [(0) > p(0) a prislusny interval je feSenim dané nerovnice.

Zdvér. ReSenfm nerovnice v/2x + 3 4+ /& + 1 > 1 v oboru realnych ¢&isel je interval
(—1,+00).

Zdroj: Dilo autora
Obrazovy material: Dilo autora
Autor: RNDr. Miloslav Zavodny; mzavodny@gmail.com, miloslav.zavodny@upol.cz
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Gradované ulohy

Tematicky okruh RVP G: Cislo a proménna
Klicové pojmy: rovnice a nerovnice, feSeni exponencialnich rovnic

V oboru realnych c¢isel reste rovnici

Reseni

Uzitim substituce

1 5
t——=—, adile 6t2—5t—1=0,
t 6
jejl kofeny jsou
t—3 to = 2
1 27 2 — 3

Prvni hodnoté odpovida = = 1, druhé hodnoté neprislusi zadné realné cislo x.

Zdver. Dand rovnice ma v oboru redlnych ¢isel pravé jedno teseni, a to z = 1.

V oboru realnych ¢isel reste rovnici
AN EANNLAN
2 3)  \6/)
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Reseni
Porovnanim zékladt danych tii exponencialnich vyrazi v dané rovnici zjistime

3 5 _ 2

57673

Vydélime-li celou rovnici vyrazem na pravé strané, dostaneme
18\" 12\° ]
10 15) 7
9 x 4 x
-] =1 -] .
(5) -+ ()

Funkce na levé strané rovnice je rostouci na mnoziné vsech redlnych ¢isel, funkce na pravé
strané rovnice je klesajici na mnoziné vSech realnych ¢isel. Dana rovnice méa proto nejvyse
jedno realné teseni, které snadno uhodneme. Timto feSenim je x = 1.

odkud po uprave

Zavér. Dand rovnice ma v oboru realnych cisel pravé jedno feseni, a to x = 1.

Metodické poznamky
Reseni rovnice je zalozeno na vhodné tipravé rovnice a na poznatcich o pru-

béhu funkece.

Uloha 3 (troveii 3)
Predpokladané znalosti: vlastnosti exponencidlnich funkeci

V oboru realnych ¢isel reste rovnici
3\'_ (2 L2
2 3) 6%

Reseni

Vynéasobime-li celou rovnici vyrazem 6%, dostaneme
9% — 4% = 5.
Pro z > 1 je leva strana
9 —4*=9-9""1—4.4"" =594+ 4. (9" —4"") > 5.9 > 5,
pro z < 1 je leva strana
9* =4 =991 —4. 4" =541 4 9. (9" — 4" <547 < 5,
Jedinym fesenim proto muze byt x = 1, o ¢emz se snadno presvédcime dosazenim.
Zavér. Dana rovnice ma v oboru realnych cisel pravé jedno Teseni, a to x = 1.
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Zdroj: archiv autora
Obrazovy material:

Autor: Mgr. Radek Horensky, Ph.D.; horensky@gymst . cz
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Gradované ulohy

Tematicky okruh RVP G: Cislo a proménna
Klicové pojmy: exponencialni rovnice, soustavy exponencialnich rovnic

Uloha 1 (troven 1-2)
Predpokladané znalosti: exponencialni rovnice, po¢itani s mocninami
Uréete vsechna n, kterd vyhovuji rovnici 9" + 97 + 9» = 32011,
Reseni
” < A10f rovnici i (ravarL] S . P
Resime exponencialni rovnici, postupnymi ipravami (pouzijeme pravidla pro pocitani
s mocninami) dostavame

3. 971 — 32011

3 . 3271 _ 32011
- )
32n+1 — 32011

Zaklady mocnin jsou na obou strandch rovnice stejné, musi se tedy rovnat i exponenty

2n+1=2011 = n =1005.
Zaver. Rovnici vyhovuje jediné ¢islo n = 1005.

Metodické poznamky
Pri feseni dané exponenciadlni rovnice vyuzivame pravidla pro poc¢itani s moc-
ninami.

Predpokladané znalosti: Teseni soustavy rovnic dosazovaci metodou, pravidla
pro pocitani s mocninami,exponencialni rovnice, soustavy rovnic, logaritmovani,
pocitani s logaritmy

Pro redlna cisla x a y plati 2 = 15 a 15Y = 32. Urcéete hodnotu souc¢inu xy.

Reseni (1, troven 1-2)
Pro teseni tlohy pouzijeme dosazovaci metodu. Z prvni rovnice vime, ze 2% = 15,

dosadime do druhé rovnice
(2’”)3/ =32

a upravou dostaneme
2% = 25 tedy xy = 5.
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Reseni (2, troven 2-3)
Abychom z obou rovnic mohli vyjadrit nezndmé, logaritmujeme je. Postupné dosta-
neme

log 15
xlog2:log15¢x:&,
log 2
log 32
ylog15 = log32 = y = 8%
log 15

Vypocitame soucin xy

log15 log32 log32 log,32 5

Ty =

log2 log15 log2  log,?2

Necht pro realna éisla z, y, z soucasné plati 22yz® = 73 a xy? = 7°. Uréete hodnotu
vyrazu ryz.

Reseni
Vynéasobime-li levé a pravé strany rovnic, dostaneme

PR =712

(zy2)® = (74)3 , tedy zyz =T

Zdroj: archiv autora, zadani soutéze Matematicky klokan 2008, 2011
Obrazovy material:
Autor: Mgr. Ivana Machacikovd; machacikova@gymzl.cz



Gradované ulohy

Tematicky okruh RVP G: Cislo a proménnd,
Klicové pojmy: logaritmus pti daném zékladu, feseni logaritmickych rovnic

Reste rovnici
loglogx = —1.

ResSeni

Uzitim substituce ¢ = log z prevedeme danou rovnici na tvar

logt = —1,
jejiz fesenim je
1
t=10""= o
Po dosazeni tak méame rovnici
logx = %,

odkud dostdvame = = Y/10.

Zdvér. Dand rovnice mé pravé jedno feSeni, a to z = V/10.

Reste rovnici

log, 2% + log, 2% + logg * = 29.
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Reseni

Protoze zédklady logaritmu nejsou stejné, upravime vsechny vyrazy na logaritmy o stej-
ném zakladu (libovolném, nejvhodnéjsi je v tomto pripadé logaritmus o zakladu 2). Do-
staneme tak

log, 23 log, *
logy 2% + —2— 4 —°2°_ — 99,
52 logo 4 | log, 8

3log, . 4log, x

2 3

3 4

2log, x + = 29,

odkud po tupraveé
log, = = 6, tj. 1 =20=64

Zdver. Dand rovnice ma pravé jedno teseni, a to x = 64.

Metodické poznamky
Reseni rovnice je zalozeno na vhodné tpravé logaritmi a na zakladnich vlast-
nostech logaritm.

Uloha 3 (troven 2-3)
Predpokladané znalosti: Teseni zakladnich logaritmickych rovnic, vlastnosti
logaritmickych a lomenych funkci

Reste rovnici
log, x + log, logy z = 1.

Reseni
Na levé strané mame soucet dvou logaritmi, proto miizeme rovnici prepsat do tvaru
log, (z - logy z) =1,
odkud
x - logy, x = 2.

Protoze logaritmus je definovan pouze pro kladna z, mtizeme celou rovnici vydélit vyra-
zem x > (0 a dostaneme

logy z = —.
x

Na levé strané je rostouci logaritmicka funkce, na pravé je linedrni lomena funkce, ktera
je klesajici. Dana rovnice mé proto na svém definié¢nim oboru nejvyse jedno realné reseni.
Timto Tesenim je evidentné x = 2, o ¢emz se snadno presvédéime dosazenim.

Zdver. Dand rovnice ma pravé jedno feseni, a to x = 2.
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Zdroj: archiv autora
Obrazovy material:

Autor: Mgr. Radek Horensky, Ph.D.; horensky@gymst . cz
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Gradované ulohy

Tematicky okruh RVP G: Cislo a proménné
Klicové pojmy: goniometrické vzorce

3 1
Vypoctéte cotg 2z, jestlize x € 3™ 2 | a plati tga = -3
Reseni
CoS 2% cos?r —sin?z 1 cos? x sin? x
cotg 2x = — = - =— [ — - — —
sin 2x 2sinx cosx 2 \sinxcosx sinzcoszx

=1(cosx_sinx>=1(i_tgx>=1<_3_<_1>)=1<1_3)=
2 \sinz cosx 2 \tg 2 3 2\3
C1/1-9\ 1
_§<T>_5<_

Zaver. A
tg 20 = ——.
cotg 2x 3

Zjednoduste pro vsechny pripustné realné hodnoty x

sinx + sin 4z ( 4T ,4:6)

sin 2x + sin 3x T\ 4 St 4
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ResSeni
Pro vsechny pripustné realné hodnoty x nasledujicich vyrazu plati

sin x + sin 4w 4T 4T
~(cos® — —sin” — ) =

sin 2x + sin 3x 4 4
2 - gin 2 cog 3% X T T €T cos 3% T
_ 2 2 2 .2 2 .2 _ 2 _
= — = - (cos” — +sin” — ) (cos” — —sin” — ) = —=- - cos2— =
2 - sin 2F cos § 4 4 4 4 oS 3 4
cos%m T 3z
= ——2 .C0S— = COS —.
cos 3 2 2
Zdver. ) ]
sinx + sin 4z 4T 4T 3
- . - cos® — —sin® — ) = cos —.
sin 2z + sin 3z 4 4 2

Zjednoduste pro vsechny pripustné realné hodnoty x

(sin*x — cos )
(4sin? x cos? x + cos? 2z) - sin 21

Reseni

Pro vsechny pripustné redlné hodnoty x nasledujicich vyrazu plati
(sin*z — cos* ) (sin* 2 — cost )

(4sin? x cos? x + cos?2z) - sin2x  ((2sinx cosx)? + cos? 2x) - sin 2z

(sin? z + cos? z)(sin? x — cos® x) 1-cos2x oS 21
=———=——— = —cotg2x.

- (sin? 2z + cos? 2x) - sin 2z 1-sin2z sin 2z

Zaver. . .
(sin* z — cos* z) ter 9
. - = — cotg 2z.

(4sin? z cos? & + cos? 27) - sin 2w
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Zdroj: archiv autora
Obrazovy material:
Autor: doc. RNDr. Josef Zednik, CSc.; josef.zednik@centrum.cz
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Gradované ulohy

Tematicky okruh RVP G: Zavislosti a funkéni vztahy
Klicové pojmy: kvadratické rovnice, slovni tlohy o spolecné praci

Uloha 1 (tiroveti 1-2)
Predpokladané znalosti: kvadratické rovnice

Prazdna chladici nadrz v tovarné musela byt co nejrychleji naplnéna chladici kapali-
nou. Proto byla pouzita soucasné dvé ¢erpadla, takze napousténi trvalo 3 a 3/4 hodiny.

vevs

kdyby bylo pouzito jen druhé ¢erpadlo. Za jak dlouho by byla nadrz naplnéna vykonnéj-
$im cerpadlem?

Reseni
Oznac¢ime = dobu napousténi vikonnéjsim cerpadlem. Cerpadlo mé tedy vikon 1/x
nadrze za hodinu. Druhé, méné vykonné, ¢erpadlo ma vykon 1/(x +4) nadrze za hodinu.

Plati
1 1 3
- : °) =1
(G++) (5+3)

Po upravé dostaneme kvadratickou rovnici

22 — Tz — 30 = 0.
Vypocteme jeji diskriminant
D=0%—4ac=49+4-2-30 = 289,
tedy VD = /289 = 17, odtud

—b+VD 717 N 5 6
2 4 neETy e

x1,2 =

Pro zadanou tlohu méa smysl jen feseni kladné x = 6.
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Uloha 2 (troveti 2-3)
Predpokladané znalosti: kvadratické rovnice

Prvni délnik by ke splnéni daného tikolu potteboval o 4 hodiny méné nez druhy délnik.
Ve skutecnosti na tomto tkolu pracovali nejprve oba délnici 2 hodiny spolecné, zbylou
praci pak zvladl za 1 hodinu prvni délnik sdm. V jakém poméru by mély byt vyse odmén
délnikt podle vykonané prace?

Resenti

Reknéme, Ze prvni délnik by pracoval sam na splnéni tkolu = hodin, a mél by tedy
vykonnost 1/z tkolu za hodinu. Druhy by sam pracoval na splnéni tikolu = + 4 hodiny
a mél by tedy vykonnost 1/(x + 4) dkolu za hodinu. Za 2 hodiny spole¢né prace splni

tedy oba délnici jen cast, a to
1 1
2( =
<x - T+ 4)

tkolu a prvni délnik pak sdm dokonci zbytek za 1 hodinu. Zbytek tedy je 1/x tkolu.

Podle zadéani plati
1 1 1
2 (— + > +-—=1
r x+4 x

Po tpravé dostaneme kvadratickou rovnici

2 —r—12=0.

Jeji feseni lze urcit zpaméti, nebof soucet korent je 1 a jejich soucin je —12. Jsou to tedy
¢isla x =4 a x = —3, nebot 4+ (—3) =1 a 4. (—3) = —12. Pro nasi ilohu ma smysl jen
kladny kotfen x = 4. Druhy délnik tedy splnil

1 1 1

2. =92. =
x+4 4+4 4
tkolu. Prvni délnik splnil jeho zbytek, a to jsou 3/4, tedy tiikrat tolik co druhy.

Zdver. Vyse odmeén pro prvniho a druhého délnika by méla byt v poméru 3 : 1.

Uloha 3 (troveri 3)
Predpokladané znalosti: soustavy rovnic, kvadratické rovnice

Dva délnici splnili spolecné jisty kol za 5 dnii. Kdyby prvni délnik svou vykonnost
dvakrat zvysil a druhy dvakrat snizil, trvalo by jim to jen 4 dny. Za kolik dnt by prvni
délnik zvladl cely tkol sam pti vykonnosti, které skutecné dosahl?
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ReSeni

Reknéme, ze by prvni délnik splnil sam tkol za x dnt a druhy sam za y dnt. Pak by
vykonnost prvniho délnika byla 1/z, resp. druhého 1/y tkolu za den. Podle zadani plati
soustava dvou rovnic, kde z # 0, y # 0

1 1
r Yy
1 1 1
(21l 0=
r 2y
Po tupraveé
5y + bx = wy,
8y + 2z = zy.

Mame tedy soustavu dvou linearnich kvadratickych rovnic o dvou neznamych. Dale
muzeme postupovat dvéma zpisoby:

1. Z prvni rovnice vyjadiime y = %, x # 5 a dosadime do druhé rovnice
DT T
8——+2xr=x- .
r—95 + r—25
Po uprave
z(zx —10) = 0.

Rovnice méa pro zadanou tlohu jediné feseni x = 10.
2. Vsimneme si, ze pravé strany jsou stejné a porovnanim levych stran dostaneme rovnici
linearni
5y + dx = 8y + 2z,
odkud plyne x = y. Dosazenim do nékteré z rovnic soustavy, napriklad do prvni,

dostaneme
5z + bx = 2.

Po tpravé dostaneme zase rovnici 22 — 10z = 0, kterd méa pro zadanou tilohu jediné
feseni x = 10.

Zdver. Prvni délnik by sam pracoval 10 dnti.

Zdroj: archiv autora
Obrazovy material:
Autor: doc. RNDr. Josef Zednik, CSc.; josef.zednik@centrum.cz
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Gradované ulohy

Tematicky okruh RVP G: Cislo a proménnd
Klicové pojmy: feseni goniometrickych rovnic

Uloha 1 (troveri 1-2)
Predpokladané znalosti: zaklady feseni goniometrickych rovnic

Na intervalu (0; 27) urcete pocet realnych feseni goniometrické rovnice

sinx - cosx = 0.

Reseni
Resenim rovnice sin x = 0 jsou na daném intervalu celkem tti hodnoty, a to 0, 7 a 2,

feSenim rovnice cosz = 0 jsou cisla %71' a %7?.

Zaver. Celkové ma dand rovnice 5 FeSeni.

Uloha 2 (droveti 2)
Predpokladané znalosti: feseni zakladnich goniometrickych rovnic

Urcete pocet feSeni na intervalu (0; 27) goniometrické rovnice

cosx - cos2x - cos3x = 0.

Reseni
Resenim rovnice cosxz = 0 jsou na daném intervalu dvé hodnoty, a to %77 a %7‘(’.

Rovnice cos2x = 0 mé na daném intervalu ale jiz 4 TeSeni, protoze goniometricka funkce

dvojnasobného arumentu ma poloviéni periodu. Resenim jsou proto ¢isla %7‘(‘, %77, %7? a %77.
Posledni rovnice cos 3z = 0 bude mit celkem 6 feseni, a to %71’, %7‘(’, %w, %7‘(’, %7‘(’ a %w.

Protoze obé teSeni prvni rovnice jsou obsazena v Teseni tieti rovnice a protoze druha
a treti rovnice maji disjunktni mnoziny feseni, je celkovy pocet feseni rovnice 446 = 10.

Zavér. Celkové ma dand rovnice 10 TeSeni.
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Uloha 3 (troveii 3)
Predpokladané znalosti: Teseni zakladnich goniometrickych rovnic, graf goni-
ometrické funkce vicenasobného argumentu

Urcete, kolik FeSeni ma na intervalu (0; 207) goniometrické rovnice

cosx -cos2x ... -cosl0xr = —1.

ResSeni

Protoze vSechny vzajemné nasobené funkce maji stejny obor hodnot H = (—1;+1),
muze mit dand rovnice feseni pouze tehdy, jestlize jednotlivé kosiny nabyvaji hodnot —1
nebo +1.

Prozkoumejme tedy nejprve chovani jednotlivych funkei na intervalu (0; 27). Funkce
cosz = 0 nabyva v krajnich bodech hodnoty +1 a v bodé x = m nabyvd hodnoty —1.
Vsechny ostatni funkce proto staci zkoumat v téchto trech bodech. Snadno se vidi, zZe
v krajnich bodech bude hodnota funkce f(z) = cosnz rovna vzdy +1, kdezto v bodé
x = 7 je hodnotou ¢islo —1 pro lichd n, pro suda n je hodnotou ¢islo —1.

Funkce g(z) = cosx - cos2x - ... - cos 10z ma proto v bodé = 7w hodnotu

(—1)-1-(=1)-1-(=1)-1-(=1)-1-(=1)-1=—1.

Cislo = 7 je proto feSenim dané rovnice. ProtoZe jsou vSechny zkoumané funkce f(x) =
= cos nx periodické s periodou 27, bude fesenim kazdy lichy nasobek cisla 7.

Zaver. Celkové ma dand rovnice 10 TeSeni.

Zdroj: archiv autora
Obrazovy material:
Autor: Mgr. Radek Horensky, Ph.D.; horensky@gymst.cz
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Gradované ulohy

Tematicky okruh RVP G: Cislo a proménna
Klicové pojmy: kvadratické rovnice, slovni tlohy

Uloha 1 (tiroven 1-2)
Predpokladané znalosti: obsah ¢tverce, reseni kvadratické rovnice

Obdélnik ma délku o 2cm vétsi nez sitku. Zvétsime-li kazdy jeho rozmér o 10 cm,
ziskdme obdélnik s obsahem 1224 cm?. Uréete rozméry piivodniho obdélniku.

Reseni
Oznacme ag délku a by sitku ptuvodniho obdélniku. Délka obdélniku je o 2 cm vétsi

nez Sitka, tedy by = ag — 2. Oznac¢me a, b strany obdélniku, ktery vznikne zvétSenim
kazdé strany ptvodniho obdélniku o 10 cm, tj.

a=ag+10, b=ag+8.
Obsah S nové vzniklého obdélniku je 1224 cm?, ziejmé plati
S = ab.
Po dosazeni za a = ag + 10, b = ag + 8, S = 1224 cm? dostaneme
(ap +10) (ap + 8) = 1224. (1)
Po provedeni ekvivalentnich tprav dostaneme rovnici (1) ve tvaru
ai 4+ 18ap — 1144 = 0. (2)

Resenim kvadratické rovnice (2) je prvek ag = 26, jelikoZ ag je kladné realné éislo,
odtud by = 24.

Zdver. Délka ptuvodniho obdélniku je 26 cm a sitka 24 cm.

Metodické poznamky
Ulohu lze vyuzit pti opakovani a procvicovani kvadratickych rovnic ale i pri
samostatné praci zaku.

Uloha 2 (troveii 2)
Predpokladané znalosti: slovni tlohy o pohybu, feseni kvadratické rovnice

Vzdalenost mezi dvéma misty A a B je 120 km. Osobni automobil ujel drahu mezi
misty A a B o 30 minut drive nez motocykl. Urcete jejich primérné rychlosti, vite-li, ze
rozdil téchto rychlosti je 12kmh~1.
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Reseni

Oznacme z ¢iselnou hodnotu primérné rychlosti motocyklu. Priimérna hodnota rych-
losti motocyklu je x km h™!. Priimérnd hodnota rychlosti automobilu je (x+12) km - h=1.

Doba, za kterou ujede motocykl drahu mezi misty A a B je rovna % h, u automobilu
je tato doba déana vztahem m1+2(1)2 h. Automobil ujel drahu mezi misty A a B o %h diive
nez motocykl, tedy

120 120 1

r+12 2

Prvek z je kladné redlné c¢islo. Po provedeni ekvivalentnich tprav dostaneme rovnici
ve tvaru

2% + 122 — 2880 = 0. (3)

Resenim kvadratické rovnice (3) je pouze prvek x = 48, protoze x je kladné redlné ¢is-
lo. Je-li pramérnd rychlost motocyklu 48 kmh~!, pak primérna rychlost automobilu je
60kmh=1.

Zdvér. Primérnd rychlost motocyklu na draze mezi misty A a B je 48kmh~! a prii-
mérna rychlost automobilu na téze draze je 60 kmh=?.

Metodické poznamky

Slovni tloha o pohybu fesena pomoci rovnice v podilovém tvaru prevedené na
kvadratickou rovnici. Pri feSeni tlohy je mozné diskutovat odlisnost fyzikalniho
postupu.

Uloha 3 (tiroven 2-3)
Predpokladané znalosti: kombinace bez opakovani, kvadratické rovnice

Na gymnéaziu byl poradan pro prvni a druhé roéniky turnaj v kosikové. Kazda tiida
vyslala do turnaje jedno druzstvo, v turnaji mél hrat kazdy s kazdym, ale utkani mezi
2. A a 2. C se nekonalo. Pocet utkani vzajemné sehranych mezi prvnimi ro¢niky a pocet
utkani vzajemné sehranych mezi druhymi ro¢niky je roven dvéma tretinam poctu utkani
vzajemné sehranych mezi prvnimi a druhymi ro¢niky. Pritom pocet druzstev z prvnich
rocnikl byl o jedno vétsi nez pocet druzstev z druhych roéniki. Urcete pocet druzstev
z jednotlivych ro¢nik.

Reseni

Oznacéme x pocet druzstev z druhych roc¢niki, pak pocet druzstev z prvnich roéniki
je x4+ 1.

Pocet utkani vzajemné sehranych mezi zaky prvnich ro¢niki je roven poctu kombinaci
druhé t¥idy z (x+1) prvku, tj. (a:;l) Pocet vzajemné sehranych zédpast mezi zaky druhych
ro¢nikit odpovida poc¢tu kombinaci druhé tiidy z x prvka ponizenych o jeden zapas, ktery
se nekonal, tj. (g) —1. Pocet vzajemné odehranych zapast mezi prvnimi a druhymi roéniky
je x (x —1).
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Pocet utkani vzajemné sehranych mezi prvnimi ro¢niky a pocet utkani vzajemné se-
hranych mezi druhymi ro¢niky je roven dvéma tretinam poc¢tu utkani vzajemné sehranych
mezi prvnimi a druhymi roéniky, tedy plati

(x—2|—1)+(§) _1:§x($+1)-

Prvek x je ptirozené ¢islo. Po provedeni ekvivalentnich tprav dostaneme rovnici ve tvaru
2? — 22 —3=0. (4)

Resenim kvadratické rovnice (4) je pouze prvek xz = 3, protoze x je pfirozené cislo.
Jsou-li tfi druzstva z druhych roc¢nika, pak jsou ¢tyfi druzstva z prvnich ro¢nik.

Zaver. Turnaje se zucastnila ¢tyTi druzstva z prvnich ro¢niki a ti druzstva z druhych
roc¢nik.

Metodické poznamky

Uloha je vhodna pro procviceni kombinatoriky, konkrétné kombinaci bez opa-
kovani. ReSeni vychazi z feSenf rovnice s kombinaénimi ¢isly pievedené pomoci
ekvivalentnich aprav na kvadratickou rovnici.

Zdroj:

Charvat, J., Zhouf, J., Bocek, L. Matematika pro gymndzia: rovnice a nerovnice. 3. vyd.
Praha: Prometheus, 2001, 223 s. U¢ebnice pro stfedni skoly (Prometheus).

Busek, 1. Resené maturitni «ilohy z matematiky. 1. vyd. Praha: Statni pedagogické nakla-
datelstvi, 1985, 530 s.

Obrazovy material:

Autor: Mgr. Tomas Taborsky; ttaborsky@gmk. cz
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Gradované ulohy

Tematicky okruh RVP G: Cislo a proménné
Klicové pojmy: proménna, draha, cas, rychlost, linedrni a kvadraticka rovnice

Uloha 1 (troveri 1)
Predpokladané znalosti: feSeni linearnich rovnic a jejich soustav
Ze dvou mist A a B vzdalenych od sebe 27km vyrazi proti sobé chodec a cyklis-
ta. Chodec se pohybuje rychlosti 6 km/h, cyklista rychlosti 24 km/h. Za jak dlouho od
okamziku, kdy vyrazili, a v jaké vzdélenosti od mista A se oba setkaji?

Reseni
Chodec a cyklista se pohybuji proti sobé, takze soucet jejich drah musi byt 27 km.
Vyrazili ve stejném okamziku, takze oba budou na cesté po stejnou dobu ¢. Chodec se
pohybuje rychlosti v; = 6km/h a urazi drdhu s; = v1t = 6¢. Cyklista se pohybuje
rychlosti vy = 24km/h a urazi drédhu s = vot = 24¢.
Podle zadéani plati
S1 + So = 27,

odtud 6t + 24t = 27, a tedy t = %h = %h = 54 min.

Zdver. Chodec a cyklista se setkaji 5,4 km od mista A za 54 minut od okamziku, kdy
se vydali na cestu.

Uloha 2 (troveri 1)
Predpokladané znalosti: feseni linearnich rovnic a jejich soustav

Z mista A vyjel autobus smérem do mista B v 6 hodin rdano. V 7 hodin 20 minut
vyjelo z mista A auto tymz smérem. Obé vozidla dorazila do mista B soucasné. Jakou
rychlosti jela, je-li vzdalenost obou mist 160 km a primérna rychlost auta je dvakrat veétsi
nez prumérna rychlost autobusu?

ReSeni

Je treba si uvédomit, ze obé vozidla urazi stejnou drahu. Autobus vyjel v 6 h a byl
na dréze dobu 1, auto vyjelo v 7h 20 min a bylo na draze dobu ty = (t; — %) h.

Oznacéme s = 160 km ujetou drdhu v; a vy = 2v; po fadé primérnou rychlost auto-
busu a auta. Plati

Proto



tedy t, = %h = 2h 40 min. Dopocitame

160
v == =60km/h, vy =20 = 120km/h.
13

Zaver. Autobus jel rychlosti 60 km/h, auto jelo rychlost{ 120 km /h.

Uloha 3 (troveri 2)
Predpokladané znalosti: feseni kvadratické rovnice
Do stanice vzdéalené 260 km vyjede osobni vlak, za 1 hodinu po ném rychlik, ktery
ujede za hodinu o 40 km vice, takze dojede k cili o 44 minut diive. Vypocitejte primérné
rychlosti obou vlaki.

ReSeni

Oba vlaky se pohybuji po stejné draze, ale riznymi rychlostmi, takze jsou na draze
raznou dobu. Je tfeba vhodné si vyjadrit vzajemnou souvislost mezi rychlosti a dobou
pohybu prvniho a druhého vlaku.

Oznacme spole¢nd drahu s = 260 km, ¢ dobu jizdy osobniho vlaku, v, jeho primérnou
rychlost. Potom pro prameérnou rychlost rychliku v, bude platit v, = v, + 40 a po draze
se bude pohybovat po dobut—1— % =t—= (Vyjede o 1 hodinu pozdéji a do cile dojede
0 44min =2 h difve).

Podle zadéani fesime soustavu dvou rovnic o dvou neznamych
vt = 260, (vo + 40)(t — 22) = 260.

Z prvni rovnice vyjadiime ¢ a dosadime do druhé rovnice, dostaneme

260 26
o+ 40 — 22 = 260.
(vo + )<vo 15)

Roznasobenim levé strany a tupravou dostaneme

40260 26 40-26
— vy — —— =0

Vo 15 15

Obé strany rovnice vynasobime — ;2 v, a dostaneme

v2 + 40v, — 6000 = 0.

Tato kvadratickd rovnice ma dva koteny 60 a —100, druhy ovSem nevyhovuje zadani
tlohy, proto v, = 60 km/h. Dopocitame ¢t = 260 = 13 h rychlost rychliku v, = v, +40 =
= 100 km/h. Rychlik se bude pohybovat po dobu t — i’g h.

Zaver. Osobni vlak se pohyboval primérnou rychlosti 60 km/h, rychlik pramérnou
rychlosti 100 km/h.
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Uloha 4 (troveii 3)
Predpokladané znalosti: feseni soustav linearnich rovnic
Po okruhu dlouhém 2550 m jezdi 2 motocykly takovymi rychlostmi, Ze se potkavaji
kazdou minutu, jezdi-li proti sobé, a dohanéji se kazdych 5 minut, jezdi-li tymz smérem.
Urcete jejich rychlosti.

ReSeni

Pokud jezdi motocykly proti sobé, pohybuji se vici sobé rychlosti, kterd je souctem
jejich rychlosti. Pokud jezdi za sebou, jejich rychlosti se odecitaji. Jezdi po spolecné draze
s = 2550m. Ozna¢me vy > vy rychlosti obou motocyklu (v m/s). Pfi pohybu opa¢nymi
sméry se potkavaji po 60s, pri pohybu tymz smérem po 300s. Proto plati

60(vy + v9) = 2550,
300(1)1 - ’Uz) = 2550.
Porovndmim obou rovnic dostaneme po pravé vy + va = 5(vy — v2), tedy vy = Zv,.

Dosazenim za vy do libovolné rovnice pak dostaneme v, = 2 m/s = 1,02km/min =

=61,2km/h, v; = Svp = 3 m/s = 1,53 km/min = 91,8 km/h.

Zavér. Jeden motocykl se pohybuje rychlosti 1,53 km/min, druhy motocykl se pohy-
buje rychlosti 1,02 km/min.

Zdroj: archiv autora,

Janecek, F.: Algebraické vijrazy, rovnice, nerovnice a jejich soustavy: sbirka tiloh k opako-
vani a procvicovani uciva matematiky stredni skoly. 2. upr. a rozs. vyd. Praha: Jednota
ceskoslovenskych matematiki a fyzik, 1991.

Vejsada, F., Talafous, F.: Sbirka tloh z matematiky pro gymnasia. 2. vyd. Praha: SPN,
1973.
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