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RiGzné metody reseni

Tematicky okruh RVP G: Argumentace a ovérovani
Klicové pojmy: dikaz primy, dikaz uplnou indukci, dikaz sporem, dikaz matematickou
indukeci, délitelnost

Uloha

Dokazte, Ze ¢islo n® — n je pro kazdé prirozené ¢islo n délitelné Sesti.

Reseni 1 (troveri 1)
Predpokladané znalosti: obor prirozenych cisel
Primy dikaz
Protoze n® —n = (n—1)n(n+1), je n® —n soucinem t¥{ po sobé jdoucich pfirozenych
Cisel.
Vime, ze v posloupnosti ptrirozenych ¢isel zacinajici ¢islem 1 je kazdé druhé ¢islo sudé
(tj. délitelné dvéma) a kazdé tteti je délitelné tfemi. Proto mezi kazdymi tfemi po sobé
jdoucimi prirozenymi ¢isly musi byt aspon jedno ¢islo délitelné dvéma a aspon jedno ¢islo
délitelné tfemi (nemusi byt nutné ruznd).
Protoze ¢islo je délitelné Sesti, pravé kdyz je délitelné dvéma a zaroven tremi, je soucin
(n+ 1)n(n — 1) délitelny Sesti pro kazdé prirozené ¢islo n.

Metodické poznamky

Zadani ulohy lze zapsat takto: Vn € N:6 | (n + 1)n(n — 1). Tuto formuli
muzeme prevést na tvar: Vn:[n € N= 6| (n + 1)n(n — 1)]. Piimy dikaz potom
vychazi z predpokladu n € N. Uvedenou implikaci lze nahradit vétou obménénou
Vn:[61 (n+ 1)n(n —1) = n ¢ N]. Dikaz této formule vychazejici z predpokladu
61 (n+ 1)n(n— 1) vedouci k zavéru n ¢ N se nazyva dukazem nepfimym.

Reseni 2 (tiroveti 1-2)
Predpokladané znalosti: zbytky pti déleni, zbytkové tridy
Uzitim tzv. Gplné indukce
Kazdé prirozené ¢islo ma pri déleni Sesti pravé jeden z téchto zbytku: 0, 1, 2, 3, 4, 5.
Kazdé prirozené ¢islo 1ze proto zapsat pravé jednim z tvart 6k, 6k + 1, 6k + 2, 6k + 3,
6k + 4, 6k + 5, kde k je vhodné celé nezaporné cislo.
Dosadime do daného vyrazu (n + 1)n(n — 1) postupné kazdy z uvedenych zapisu a
ukazeme, ze vysledkem je cislo délitelné Sesti.

6k : (6k+ 1)(6k)(6k —1) =6 - [(6k + 1)k(6k — 1)]
6k +1: (6k+2)(6k+1)(6k) =6 [(6k + 2)(6k + 1)K]
6k +2: (6k+3)(6k+2)(6k+1)=6-[(2k+1)(3k + 1)(6k + 1)]
6k +3: (6k+4)(6k+3)(6k +2) =6-[(3k +2)(2k + 1)(6k + 2)]
6k +4: (6k+5)(6k+4)(6k+3)=6-[(6k+5)(3k +2)(2k + 1)]
6k +5: (6k+6)(6k+5)(6k+4)=6-[(k+ 1)(6k+ 5)(6k+4)]
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Ve vsech piipadech (pro kazdé prirozené ¢islo n) je tedy soucin (n+1)n(n—1) délitelny
Sesti.

Reseni 3 (urovern 2)
Predpokladané znalosti: poc¢et podmnozin mnoziny, kombinacni ¢isla
Dikaz sporem

Pri ditkazu sporem zatadime mezi predpoklady negaci dokazovaného tvrzeni:
VR eN:6 | (n+ nn—1)] < [Fne N:6{ (n+ 1)n(n — 1))

Snazime se pak odvodit tvrzeni, o némz vime, ze je pravdivé, ale v teorii ,,obohacené“ o nas
predpoklad se ukaze, ze pravdiva je jeho negace (tj. spor s tim, co mame za prokazané).
Predpokladejme tedy, ze plati In € N:6 1 (n + 1)n(n — 1). Ozna¢me toto cislo jako
k, potom 61 (k + 1)k(k —1).
Uvazujme mnozinu, kterd ma k41 prvki. Pocet vSech jejich tiiprvkovych podmnozin
je dan kombinac¢nim c¢islem (k;“l) Vypocteme:

E+1\  (kB+1)k(k—1)
(5=
Vime, Ze pocet podmnozin jakékoliv mnoziny je dan prirozenym ¢islem, neni tedy moz-
né, aby posledn{ zlomek %(k + 1)k(k — 1) nesel kratit Sesti. Pfidany predpoklad je tedy
nepravdivy, pravdiva je jeho negace, tj. souc¢in (n+ 1)n(n—1) je pro kazdé prirozené ¢islo
n délitelny Sesti.

Metodické poznamky

Kombinac¢nich ¢isel lze pouzit k diukazam délitelnosti analogickych soucint
odpovidajicim délitelem, napt. n(n+ 1)(n+2)(n + 3) ¢islem 24 apod. Lze je také
pouzit v predpokladu primého dukazu.

Reseni 4 (tiroveti 3)
Predpokladané znalosti: princip matematické indukce
Dikaz uzitim principu matematické indukce

Ozna¢me T'(n) = (n+ 1)n(n — 1).
(i) Pro n = 1 plati T'(1) = 0, coz je ¢islo délitelné Sesti.

(ii) Predpokladejme, ze pro nékteré prirozené cislo k je T'(k) délitelné Sesti. Ukazeme, zZe
za tohoto predpokladu je ¢islem 6 délitelné také T'(k + 1).

Tk+1)=(k+2)(k+Dk=[(k—1)+3|(k+ 1)k =
=k-1)k+1D)k+3k+1)k=T(k)+3k(k+1).
Cislo k(k+1) je soucinem dvou po sobé jdoucich pfirozenych ¢isel, proto je sudé. Tedy

¢islo 3k(k+1) je délitelné sesti. Jelikoz podle predpokladu je ¢islo T'(k) délitelné Sesti,
plyne z predchézejiciho vztahu, ze i T'(k 4+ 1) je délitelné Sesti.
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Podle principu matematické indukce spojenim krokt (i) a (ii) dostavame, ze T'(n) je
délitelné Sesti pro kazdé prirozené ¢islo n.

Zdroj: dilo autora
Obrazovy material:
Autor: RNDr. Miloslav Zavodny; mzavodny@gmail.com, miloslav.zavodny@upol.cz



