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VZAJEMNY SMER GRAVITACNI SILY A TIHOVE SILY
Zadani alohy

Jaky uhel v zavislosti na zemépisné Sifce vzajemné sviraji vektory gravitacni sily a tihové sily
pusobici na daném misté povrchu Zeme¢ na urcité téleso?

ReSeni ulohy

Gravitatni sila F, pusobici na t€leso o hmotnosti m nachézejici se na povrchu Zem¢ mifi do

sttedu S Zem¢ (viz obr. 1) a jeji velikost je dana vztahem

mM (1)
Fp=x—

kde « je gravitacni konstanta, M je hmotnost Zemé a r je vzdalenost stfedu Zem¢ a télesa o hmotnosti
m (tj. v uvazovaném piipad¢ je » polomér Zem¢).

Na stejné t&leso na povrchu Zemé piisobi v soustavé spojené se Zemi také odstiediva sila F,
mifici ve sméru kolmém na osu rotace Zem¢. Jeji velikost je dana vztahem

F = mo*rcos e , (2)

kde ¢ je zemépisna Sitka daného mista na povrchu Zemé, ve kterém se nachazi téleso o hmotnosti m,
vzdalenost rcos¢ je polomér kruznice, po které se kolem osy rotace Zemé pohybuje toto téleso, a ®
je uhlova rychlost ota¢eni Zeme kolem své osy definovana vztahem
_2n 3)
=
Ve vztahu (3) znaci T periodu rotace Zemé kolem své osy.

®

Tihova sila F; je dana vektorovym souétem gravitacni sily Fg a odstiedivé sily F, , tj. plati
Fo=F+F,. @)

Nacrt situace je zobrazen na obr. 1, na kterém jsou vyznaceny také uhly o, p a ¢ . Dilezité je

si uvédomit, Ze obrazek neni nakreslen ve spravném méfitku!!! Velikost odstiedivé sily je vzhledem
k velikosti gravitacni sily vyrazné mensi, nez je zobrazeno na obrazku. Spatné méfitko obrazku je
zvoleno pouze pro nazornost a pro moznost vyznaceni danych uhlt.

e

obr. 1
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Vypocet hledaného uhlu o, ktery navzajem sviraji vektory gravitacni sily a tihové sily,
provedeme pomoci sinové véty. Pro pomér velikosti odstfedivé sily a gravitaéni sily tedy mizeme
s vyuzitim obr. 1 psat

sina _ Fy (5)
sinp F,

sina._ mo’rcos

Po dosazeni ze vztahi (1) a (2) dostaneme vztah , ktery miizeme upravit do

sinf mM
K
2
tvaru
sina o’ cos @ (6)
sin KM

Nyni vyjadiime uhel B pomoci thld o a ¢, protoze cilem vypoctu je vyjadtit zavislost thlu «
na thlu ¢ . Uvédomime-lIi si, Ze soucet uhli v trojuhelniku je roven 180°, miZzeme pro thel B psat
B=180°—(a+0). (7

Déle je nutné pripomenout vztah, ktery vyplyva z periodi¢nosti a lichosti funkce sinus: pro
libovolny realny argument x plati rovnost:

sin (180°—x) =sinx. (8)

Dosadime-li nyni vyjadieni uhlu B pomoci vztahu (7) do vztahu (6) s pfihlédnutim k vlastnosti

(8) funkce sinus, dostavame vztah — S(ma )= ® T LS9 pro dalsi upravy bude ovSem vyhodng&jsi
sin(o+ @
tento vztah psat ve tvaru
sin(a+¢) kM 9)
sina. @2 cos @ '

(Plati-li rovnost dvou zlomk, pak plati také rovnost obou pievracenych zlomki.)

Z goniometrie je znam vztah platici pro sinus argumentu, ktery je dan souctem dvou
libovolnych realnych proménnych x a y, ve tvaru

sin(x+ y)=sinxcos y+sin ycosx . (10)
Aplikujeme-li nyni vztah (10) na vztah (9), ziskame
sinocos@+singcosa kM (11)

sina o’ cos [0}

Tuto rovnost dale upravime tak, Ze provedeme soucet naznaCeny v Citateli na levé strané
sinacos<p+sin(pcosa_ KM

sina sina o’r cos (0]

rovnosti, a dostaneme . Nyni miZzeme kratit vyrazem sino a vyuzit

definici funkce kotangens. Funkce kotangens je definovana vztahem
COoSXx ( 12 )

cotgx = —
sin x

platicim pro vSechna realna x, pro néz je sinx = 0. Podminky, za kterych ma cely vypocet smysl,
okomentujeme na zavér vypoctu. Nyni tedy miizeme vztah (11) (i s vyuzitim defini¢niho vztahu (12))
psat ve tvaru

: (13)
Cos @ +sme@cotga = 73 .
o7’ cosQ

Nyni osamostatnime funkci s nezndmou o a ziskame vyraz
kM cosQ (14)

o’ singcosp  sing

cotgo =

S vyuzitim dalSiho goniometrického vztahu, ktery je specialnim piipadem vztahu (10) a ktery
plati pro vSechna reélna x, ve tvaru
sin2x = 2sin xcos x (15)
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a definice (12) funkce kotangens mizeme vztah (14) psat ve tvaru

(16)

cotga = 2xM —cotg o
o*r’ sin 20 '

Dosadime-li za uhlovou frekvenci ® =ze vztahu (3), piejde vztah (16) na tvar
2kMT?

CRER —cotg @, ktery upravime do finalniho tvaru
4n7r” sin2¢

cotga =
KMT? (17)

cotga = —cotgo.

21?7 sin 2¢
Vztah (17) popisuje hledanou zavislost thlu, ktery navzajem sviraji vektory gravitacni a tihové

sily, na zemépisné Siice ¢ dané¢ho mista na Zemi. Tento vztah neni pfili§ jednoduchy na to, abychom

v ném vidéli konkrétni pribéh hledané zavislosti. S vyuzitim software Mathematica je mozné funkci

definovanou vztahem (17) vykreslit. Pfed jejim vykreslenim ov§em osamostatnime s vyuzitim

cyklometrické funkce uhel o a ziskdme vztah

2

(18)

————cotgo |.
21 sin 2¢ . ]

o= arccotg(

Zavislost thlu a, ktery svira vektor gravitacni a tihové sily, na zemépisné Sifce ¢ je zobrazena
na obr. 2. Zavislost pro hodnoty «k=6, 67.107"" N.m* kg™, M =6.10"%*kg, T=86400s a
r=6,378.10° m je vykreslena na intervalu ¢ e<—90°; 90°) a na prvni pohled pfipomina graf funkce
dané predpisem
f:y=asin2x, (19)
kde a je vhodna realna konstanta. Tuto konstantu urcovat nebudeme, protoze tvar zavislosti zobrazeny
na obr. 2 graf funkce dané ptedpisem (19) pouze pripomind, ale obecné jim neni. Zobrazeny graf je
kvalitativné dobfe, nebot”:

1. na rovniku (¢ =0°) smér tihové sily splyva se smérem gravitacni sily a tedy jejich
odchylka je nulova;

2. na poélech (¢ =190°) neni odstfediva sila definovanad. Mame tedy dvé moznosti, jak
definovat v tomto pfipad¢ thel o: bud jej dodefinujeme tak, aby byla funkce dana
predpisem (18) v téchto bodech spojita (tj. thel o bude nulovy), nebo bude hodnota thlu
a v téchto dvou bodech nedefinovana. Ob¢ varianty graf zobrazeny na obr. 2 pfipousti.
(A to pfes to, ze byla uvazovana zavislost vykreslena na uzavieném intervalu
(-90°;90°) )

3. v okoli rovniku se méni znaménko uhlu o, coz je v porfadku, pokud uvazujeme thel mezi

gravitacni a tihovou silou jako orientovany.
o

@

0.10

ol
obr. 2

Hodnoty uhlu o, ktery navzajem sviraji vektory gravitacni sily a tithové sily, v zavislosti na
zemepisné Sifce ¢ rostouci po 5° jsou uvedeny vtab. 1. V této tabulce jsou zobrazeny pouze
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zemepisné $itky z jedné poloviny Zemée. Pro popis sledované zavislosti na opac¢né polokouli by byly
hodnoty obou uhlti uvedené v tabulce identické.

| 5° 10° 15° 20° 257 30° 35° a0° a5° 50° 55° a0° 65° T0° 75° 80~° 85°
a|1l.0'" 2.0 3.0 |3.8" 4.5 |5.1" |5.4" |5.8 (5.9 (5.8 (5.5 (5.1 (4.5 (3.8 (2,9 2,0 1.0

tab. 1

Poznamky k matematickému reSeni

Z matematického hlediska je nutné u funkce definované vztahem (18) urcit defini¢ni obor. Prvni
podminka vyplyvajici z pfitomnosti nezndmé ve jmenovateli ma tvar sin2x = 0. Vzhledem k definici
(12) funkce kotangens je nutné uvazovat dal§i podminku ve tvaru sinx = 0. Z obou téchto podminek
vyplyva defini¢ni obor funkce definované vztahem (18), ktery lze psat ve tvaru

D:R\{k%;kez}; (20)

defini¢ni obor funkce y =arccotgx jsou vSechna redlna Cisla, takze zZadna dodate¢na podminka na
vnéjsi funkei funkce definované predpisem (18) neni.

Z fyzikalniho hlediska je tedy nutné pouze vyfesit prubeh funkce definované vztahem (18)
vbodech ¢, =0° a ¢,;=%90°. VSechny tfi tyto body jsou ale okomentovany vySe v textu. Tedy
z fyzikalniho hlediska je funkce definovana vztahem (18) definovana korektné.

Béhem vypoctu jsme v jednom kroku (ktery vedl na vztah ve tvaru (13)) kratili vyrazem sina.
Abychom mohli timto vyrazem kratit, musime mit jistotu, ze je tento vyraz nenulovy. Sinus nabyva
nulové hodnoty pro argumenty rovné celoc¢iselnému nasobku 180°. Jedinym bodem, ktery musime
vySetfit zvlast a ktery ma ptitom fyzikalni vyznam, je bod a=0. Tuto hodnotu ma hledané odchylka
pouze ve ,,specidlnich bodech®, tj. pro zemépisnou Sitku ¢, =0° nebo ¢, ; =+90°. V ostatnich bodech

je hodnota uhlu o nenulova a tedy je nenulovy i vyraz sina.

Jiny postup celého vypoctu by mohl byt také takovy, ze bychom hned v Givodu feSeni této ulohy
misto sinové véty ve tvaru (5) pouzili jeji cyklickou zdménu ve tvaru
sina. _ F, 21)
sing E '

Na prvni pohled se zda, Ze vztah (21) je jednodussi, nebot’ v ném vystupuji oba uhly, mezi
nimiz hledame zavislost. To je sice pravda, ale je nutné si uvédomit, Ze v ném vystupuje velikost
tihové sily. A tu neur¢ime jinak nez opét pres sinovou vétu s vyuzitim obr. 1. Musime totiz vzit
v tvahu fakt, Ze tihové zrychleni (pomoci n¢hoZ je definovana tihova sila) je obecné odlisné od
gravitatniho zrychleni, které lze velmi snadno odvodit ze vztahu (1) pro velikost gravitacni sily.
Matematicka naro¢nost obou postupi je tedy stejna.

ReSeni v programovém systému Mathematica

V programovém systému Mathematica byl vykreslen graf funkce definované predpisem (18)
s vyuzitim ptikazu Plot[funkce[fi],{fi,-90,90}]. V notebooku se zdrojovym koédem
jsou v tomto prikazu uvedeny i dalsi parametry, které ovliviiuji pouze vzhled vykreslovaného grafu.

Je-li defini¢ni vztah (18) pfepsan do notebooku systému Mathematica obecné jako v tomto textu
a konkrétni hodnoty pro planetu Zemi jsou definovany v jiném misté notebooku, 1ze velmi snadno
meénit parametry vystupujici v predpisu funkce (18), a tak vySetiovat zavislost mezi danymi thly i u
jinych rotujicich vesmirnych téles.
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